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Przedmowa

Ksiazka wprowadza we wspdlczesng teorie weziéw, najwazniejsze metody i obszary tej weigz
niedocenianej, cho¢ zywo rozwijajacej sie dyscypliny matematycznej. Tor wyktadu wzorowany
jest na seminarium z teorii weztéw jakie odbyto sie na Wydziale Matematyki Uniwersytetu
Wroctawskiego w semestrze zimowym 2013/2014 i dlatego podrecznik nadaje sie szczegdlnie
do pierwszego czytania dla studentéw wyzszych lat studiéw matematycznych, natomiast dla
miodych pracownikéw naukowych moze okazaé sie pozytecznym Zrédtem odsytaczy do prac,
ktére zainspiruja do dalszych badan. Zwiezle i na tyle, na ile bylo to mozliwe opisuje rozmaite
narzedzia stosowane do badania wezi6éw, splotéw, suptéw i innych: klasyczne niezmienniki
numeryczne i ruchy Reidemeistera, niezmienniki kolorujace i spokrewnione z nimi kwandle,
potem diagramatyczny wielomian Jonesa, homologiczny wielomian Alexandera oraz do$¢
$wieze niezmienniki typu skoriczonego. Ze wzgledu na niepelne zrozumienie maszynerii
topologii algebraicznej, rozdzial czwarty zostal napisany troche niechlujnie, jednakze zywie
nadzieje poprawi¢ sie w nastepnym wydaniu trzymanej przez Ciebie ksigzki. W ostatnim,
piatym rozdziale przedstawiam krétko charakterystyczne rodziny: warkocze, dwumostowe
sploty, mutanty, precle, sploty torusowe, satelitarne i hiperboliczne, wreszcie wezly plastrowe
i tasémowe, obiekt zainteresowan czterowymiarowej topologii. Dolaczam réwniez tablice
wezléw pierwszych o malej liczbie skrzyzowan. Z takim zakresem i ujeciem materialu pozycja
jest unikalna nie tylko we francuskiej, ale i w §wiatowej literaturze matematycznej.
Serdecznie dziekuje S. G. oraz . S., dzieki ktérym polubilem topologie i geometrie.

Casimir Allard,
Marsylia, 4 lutego 2019

Przedmowa do wydania drugiego

Od poprzedniego wydania minat ponad rok i troche sie w tym czasie zmienito.

Dodalem informacje o réznych notacjach dla weziéw, poprawilem informacje na temat
plci niektdrych oséb, napisatlem nowg sekcje o macierzy Seiferta, wymienitem niezmienniki
nieodrézniajace mutantéw. Pojawita sie klasyfikacja kwandli, nier6wno$é Mortona, homologia
Floera i kilka mniejszych matematycznych obiektéw. Niektére istniejace sekcje przeniostem
w lepsze, mam nadzieje, miejsca, niektére trudne dowody otrzymaly swéj zarys. Tam, gdzie
to mozliwe, podatem rys historyczny, na przyktad w sekeji o kolorowaniach wspomniatem
o Foxie, ktéry chciat uczynié teorie weztéw prostsza dla swoich studentéw. Na koricu ksiazki
umiescitem krétki stowniczek polsko-angielski. Wreszcie usungtem znalezione liter6wki
i uzupetnilem luki, zaréwno w bibliografii jak i rysunkach. Poprawilem drobnie typografie,
dla przykladu od teraz wszystkie réwnania powinny by¢ numerowane.

Zywie nadzieje, ze korzystanie z ksigzki bedzie réwnie (jesli nie bardziej) przyjemne, co
w przypadku pierwszego jej wydania.

Casimir Allard,
Marsylia, 19 sierpnia 2020

Przedmowa do wydania trzeciego

Co by tu napisac... Lata mijaly, wiele wody uplynelo w Loarze, a wydania trzeciego wciaz
nie byto widaé na horyzoncie. Gléwnym Zrédlem probleméw byt wydawca i brak wsparcia
dla jezyka francuskiego; szczegdly przemilczymy. Pomimo réznych przeciwnosci losu nie



zapomniatem jednak o mito$nikach teorii wezléw i nie przestawatem pracowaé w domowym
zaciszu nad ksigzka. Nieznacznie rozrosta sie ze stu stron w 2020 roku do ponad trzystu stron
teraz, kiedy oddaje ja do druku. Cytowan juz wczeéniej byto bez liku (dokladniej: 240), a teraz
jestich jeszcze wiecej (az 480). Takze zbidr autoréw powiekszyt sie. Staraliémy sie nie zmieniaé
znaczaco ukladu, w mysl dewizy, ze lepsze jest wrogiem dobrego. Zupelnych nowoci jest
tyle, co kot naptakal. W rozdziale drugim na osobng sekcje zastuzyly sobie etykietowania.
Natomiast w calej ksigzce diugie bloki tekstu zostaly podzielone na sekcje i podsekeje tak, ze
odnajdywanie potrzebnych informacji w po$piechu powinno sprawiaé¢ mniej trudu. Z czystej
przyzwoito$ci wymieniamy tez, czego nie ma (i raczej szybko nie bedzie wbrew poczatkowym
pomystom, zeby jednak bylo):

1.

2.

8.

9.

grafow. [64, s. 18]

chirurgii Dehna. [64, s. 42]

. homologii Floera. Pierwsza wersja homologii Floera pojawila sie w dowodzie Floera

(kto by sie spodziewal!) fragmentu hipotezy Arnolda z geometrii symplektycznej. Dla
nas bardziej interesujaca jest péZniejsza odmiana, majaca korzenie w réwnaniach
Seiberga-Wittena, wprowadzona do matematyki niezaleznie przez Ozsvatha, Szabé
oraz Rasmussena. Jest wazna, poniewaz koduje pewne geometryczne dane wezta (genus,
genus plastrowy, wiéknisto$¢, wyniki chirurgii). Mozna ja wprowadzi¢ elementarnie
przy uzyciu tzw. diagraméw siatkowych, ale nie robimy tego, bo wykracza za bardzo
poza teorie weztéw wytozong w reszcie ksigzki.

. p-niezmiennikéw Milnora potrzebnych do sklasyfikowania splotéw Brunna.

. Indeks Nakanishiego nie jest omawiany w tej ksigzce, patrz [332]. Przeszkoda Lickorisha

nie jest omawiana w tej ksigzce, patrz [91], [260]; s3 jeszcze przeszkody Murakamiego
[315] oraz Jabuki [196].

. niezmiennikéw Reszetichina-Turajewa. (Wspominamy o nich raz, za definicjg 5.2.8.)

. rachunku Kirby’ego. Kazda zamknietg, orientowalng 3-rozmaito$¢ mozna otrzymaé

wykonujac chirurgie Dehna na sferze wzdluz pewnego splotu. Robion Kirby udowodnit
okoto 1978 roku, ze dwie takie rozmaitosci s3 homeomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy
miedzy odpowiadajacymi im splotami mozna przej$¢ ruchami Kirby’ego. (Poréwnaj to
ze sformulowaniem twierdzenia Reidemeistera).

réwnania Yanga-Baxtera.

SU(2)-teorii Cherna-Simonsa.

I to by bylo na tyle.

Casimir Allard i Adélaide Gauthier,
Bordeaux, 10 pazdziernika 2026



Przedmowa do wydania czwartego?

Wydanie czwarte prawdopodobnie nigdy nie powstanie. Dlaczego nam nie wyszlo? Myslimy,
ze powoddéw da sie wymienié wiele. Opuscili$émy srodowisko akademickie, zapal juz teraz jest
troche stomiany i wypala sie z kazdym nowym pracodawrca szybciej i szybciej. My nie do korica
sprawdzili$my sie jako matematycy, a was nie mozna nazwa¢ wzorowymi czytelnikami — ale
bylo warto! Stworzyliémy kilka cudownych akapitéw godnych zapamietania. I nie wiem jak
wy, ale my sie naprawde dobrze bawiliémy. Dziekujemy wszystkim, ktérzy zglosili choé¢ jedng
uwage i ozywili jakos tre$é, ale w szczegdlnoéci wdzieczni jeste$my A. W. W., ktdra nigdy tego
nie przeczyta i ktérej nikt tu nie zna, ale bez ktdrej nie powstataby tak dziwna publikacja.
Do ksigzki dostepna jest errata pod adresem http://niewezel.pl/.

Casimir Allard i Adélaide Gauthier,
gdzie$, kiedys
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1. Preludium

Teoria wezléw to galaZ topologii, ktéra powstala z inspiracji wezlami, jakie pojawiajg sie
w codziennym zyciu: przy wigzaniu butéw albo cumowaniu statkéw. Zajmuje sie ona badaniem
przede wszystkim weztéw, czyli pewnych wlozeri okregu S* w tréjwymiarows przestrzen
euklidesowa R lub sfere S*, ale takze splotéw (zaplatanych w sobie weztéw), warkoczy, suptéw
oraz podobnych obiektéw. Matematyczne wezly réznig sie tym od zwyklych, ze ich korice s3
ze soba polaczone.

Nic nie pobudza wyobrazni tak, jak gar§¢ przyktadéw. Wezet (a) nazywamy nieweztem, jest
to kalka angielskiego UNKNOT. Nastepne w kolejce widoczne sa tréjlistnik (b, TREFOIL), 6semka
(c, FIGURE-EIGHT), pieciolistnik (d, CINQUEFOIL) oraz stynna para Perko (e, f wg oryginalnej
numeracji Rolfsena). Nazwy zwyczajowe zostaly nadane niektérym weztom o matej liczbie
skrzyzowan, dlatego pod diagramami umie$ciliémy takze ich symbole w notacji Alexandera-
Briggsa, opisanej dokladniej w podpodsekgji1.2.3.

(b) 31 (c) 41 (d) 51 (e) 10161 (f) 10162

Poczatkowo celem teorii weziéw byla klasyfikacja wszystkich weztéw. Od XIX wieku, kiedy
teoria weztéw wyodrebnila sie jako osobny dzial matematyki, zdgzylismy skatalogowaé ponad
sze$¢ miliardéw tych obiektéw. Pozornie tak samo wygladajace wezly moga sie od siebie
r6znié. Do wykrywania tych subtelnych réznic uzywa sie przede wszystkim niezmiennikéw
topologicznych takich jak liczby, wielomiany badz grupy. Poznamy je w dalszych rozdziatach.

Matematycy uogélnili pojecie wezta: mozna rozpatrywac je w wyzszych wymiarach albo
zastapic okrag inng przestrzenig topologiczng. Bedziemy staraé sie unikaé tych uogélnien.

Wezty i sploty

Wprowadzamy pojecia wezla i splotu, fundamentalnych obiektéw teorii, o ktérej napisana
zostala ta ksigzka. Oprécz tego podajemy definicje, kiedy dwa wezly lub sploty uznajemy za
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tozsame oraz uzasadniamy, dlaczego akurat ta definicja jest wlasciwa.
Istniejg odnogi teorii weztéw, ktére badajg inne, pokrewne obiekty. Mamy na przyktad
wezly obramowane:

Definicja 1.1.1 — obramowanie. Kazde nieznikajace normalne pole wektorowe V' na
splocie L nazywamy jego obramowaniem. Szczegdlnie interesujacy jest przypadek, gdy
wszystkie wektory tego pola sa réwnolegle do ptaszczyzny, na ktérej lezy diagram tego
splotu.

Sa jeszcze wezly wirtualne, zespawane (iloraz weztéw wirtualnych przez ruch znany jako
ynadskrzyzowania komutujg”), dtugie (gdzie korice nie s3 ze sobg zszyte, ale umieszczone tak
daleko, ze s3 nieosiggalne) i inne. Ta ksigzka nie zawiera zbyt wiele informacji o wspomnianych
bytach.

Wezty
Matematyczne wezly mozna traktowacé jako model elastycznej oraz pozbawionej grubosci liny,

ktérej luzne korice zostaly ze sobg polaczone. Sugeruje to przyjecie naiwnej definicji:

Definicja 1.1.2 — wezet (prawie). Ciagle oraz réznowartosciowe odwzorowanie S* — R®
nazywamy wezlem.

Takie rozwigzanie nie jest doskonate, poniewaz oprécz pozadanych (cokolwiek to znaczy)
wezléw, obejmuje wiele innych, patologicznych obiektéw takich jak ten z rysunku 1.2. Milnor
[297] udowodnil, Ze ,wiekszos$¢” wezléw jest dzika.

Rysunek 1.2: Wezet dziki, Zrédto: Wikimedia'

Zamiast wyjasnic, jakie sa jego niepozadane wiasciwosci, podamy od razu dobra definicje.

Definicja 1.1.3 — wezet. Réznowartoéciowe wlozenie S — R?, ktérego pochodna
istnieje wszedzie i nie znika nigdzie, nazywamy wezlem.

B Przykfad 1.1.4 — niewgzet. Wezel zadany w przestrzeni R® parametrycznie (sin 6, cos 6, 0)
dla 6 € [0, 27] nazywamy niewezlem i oznaczamy Q. (]

Potrzeba jeszcze matematycznego opisu manipulacji, jakim mozemy poddawaé sznur
trzymany w rece. Izotopia jest niewlasciwym narzedziem do tego celu: powiedzieliby$my, ze
dwa wezly K1, K> sg izotopijne, jesli istnieje ciggla funkcja

F:S'x[0,1] —» R (.1

taka, ze K1 = F(—,0) jest pierwszym, za§ Ko = F(—,1) drugim wezlem (funkcje F
nazywa sie izotopig). Tym razem Zrédlo probleméw mozna wskazaé jawnie. Dowolny zaplatany

1h‘ttps ://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/2f/Wildknot.svg


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/2f/Wildknot.svg
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fragment z wezta mozna usunaé wykonujac sztuczke Alexandera (poniewaz jak powiedziatyby
madre glowy, ,przestrzei homeomorfizméw dysku w siebie D" — D"t ktére zgadzaja
sie z odwzorowaniem tozsamosciowym na brzegu dysku — sferze S™, jest sp6jna”):

Nl ald

@t=0 bt=1/4 || @t=1/2 || DHt=3/4 @t=1

Rysunek 1.3: Sztuczka Alexandera [64, s. 2]

W podobny sposéb mogliby$my przeksztatci¢ dowolny wezet w niewezel. Teoria, w ktérej
wszystkie obiekty s3 takie same, nie jest zbyt ciekawa. Od izotopii nalezy wymaga¢ gtadkosci
albo lokalnej ptaskosci, co zdaje sie prowadzi¢ do pojecia izotopii otaczajacej, ktéra uwzglednia
nie tylko sam wezly, ale tez to, jak lezg w otaczajacej je przestrzeni.

Definicja 1.1.5 — izotopia otaczajaca. Niech K1, K2: N < M beda wlozeniami dwéch
rozmaito$ci N, M. Ciggle odwzorowanie F': M X [0,1] — M spelniajace nastepujace
warunki:

1. funkcja F'(—, 0) jest odwzorowaniem tozsamosciowym,
2. kazda z funkcji F'(—, t) jest homeomorfizmem,
3. zlozenie F(—, 1) z pierwszym wlozeniem K daje drugie wlozenie K>

nazywamy izotopia otaczajaca przenoszaca wlozenie K1 na Ko.

W topologii rozwaza sie wlozenia dowolnych rozmaitosci, nam wystarczy jeden szczeg6lny
przypadek N = S' oraz M = R3. Intuicyjnie, funkcja F znieksztalca przestrzer R? tak,
ze w chwili poczatkowej ¢t = 0 widzimy pierwszy, za§ w chwili koricowej ¢ = 1 drugi wezel.
Izotopia otaczajaca nie pozwala na $cigganie zaplatanych fragmentéw do punktu.

Definicja 1.1.6 Dwa wezly s3 réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje pomiedzy
nimi izotopia otaczajaca.

Znajac juz izotopie otaczajaca, mozna podaé alternatywny opis weztéw:

Definicja 1.1.7 — wezet. Gladkie wlozenie S* — R otaczajaco izotopijne z zamknieta
famana bez samoprzecieé¢ nazywamy wezlem poskromionym (swojskim).

Czasami wygodniej jest rozpatrywaé wezet jako wlozenie S* — S albo dopusci¢ do
mysli wezly nieposkromione. Ale jesli nie zaznaczono inaczej, nie robimy tego: piszac wezet
mamy na my$li poskromione wlozenie w przestrzei R?, nie S°.

Formalnie wezly to pewne odwzorowania, wiec prawidlowym sposobem na zapisanie, ze
sg izotopijne (czyli dla nas: réwne), jest K1 2 K. Poniewaz nie prowadzi to do probleméw,
bedziemy jednak stosowac zapis K1 = K». Jednocze$nie czesto wezel jako odwzorowanie
nie bedzie odrézniany od obrazu tego odwzorowania.
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Istnieje jeszcze jedna, konkurencyjna definicja wezléw réwnowaznych:

Fakt 1.1.8 Dwa wezly sa réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nich jest obrazem
drugiego przez zachowujacy orientacje homeomorfizm R® — R3.
Dowdd. Podany nizej dowdd pochodzi z ksigzki , Topology from the differentiable viewpoint”
Johna Milnora. Musimy pokazaé, ze dyfeomorfizm f: R™ — R™ jest gtadko izotopijny
z identycznoscia. Translacje sg izotopiami, wiec bez straty ogélnosci zakladamy, ze f(0) = 0.
Pochodna f w zerze jest dana wzorem d fo(x) = lim;—o f(tz)/t, wiec

~ fdfo(x) t=0
F(”T’t)_{f(ta:)/t 0<t<1’ -2

stanowi naturalng definicje izotopii F': R™ x [0, 1] — R™. Funkcja f zapisuje sie na mocy
lematu Hadamarda jako suma z1g1(z) + .. . + Zmgm (z), gdzie funkcje g; s3 gladkie, wiec
funkcja F' tez jest gladka, co jako$ koniczy dowdd. |

Milnor zauwaza, ze istnieje dyfeomorfizm S¢ — S° stopnia 41, ktéry nie jest gladko
izotopijny z identycznoscig!

Postac — John Willard Milnor. Matematyk amerykariski urodzon w 1931 roku w Orange, New
Jersey. Odkryt egzotyczng 7-wymiarows sfere (czyli zwyklg sfere z niezwyklg struktura rézniczkowa)
w 1956 roku, za co zostat pézniej odznaczon medalem Fieldsa. Obalit Hauptvermutung pie¢ lat
po6zniej: hipoteze Steinitza i Tietzego z 1908 roku, ze kazde dwie triangulacje przestrzeni maja
kombinatorycznie réwnowazne podpodzialy. Do jego zainteresowan naleza topologia rézniczkowa,
algebraiczna K-teoria, ale tez algebry Hopfa, grupy Liego i holomorficzne uktady dynamiczne.
W $wiecie weztdw jest znany przez wprowadzenie niezmiennikéw p Milnora, ktére uogdlniaja
grupe podstawowa dopelnienia oraz pewne wyniki dotyczace hipotezy plastrowo-ta§mowe;j.

Sploty

Definicja 1.1.9 — splot, ogniwo. Sume parami roziacznych weztéw
L=KiUKyU...UK, (1.3)
nazywamy splotem, a sktadniki K; — ogniwami splotu.

Przez analogie do weztéw mdéwimy, ze dwa sploty s3 takie same, jesli jeden jest obrazem
drugiego przez zachowujacy orientacje homeomorfizm R®* — R>. To oczywiste, ze liczba
ogniw jest niezmiennikiem splotéw. Pézniej podamy mniej oczywiste niezmienniki.

B Przykfad 1.1.10 — niesplot. Splot zadany w przestrzeni R® parametrycznie

U {(sin6,cos 0, k) : 6 € [0,27]} (1.4)
k=1
nazywamy niesplotem i oznaczamy U,. u

B Przyktad 1.1.11 Splot Hopfa (rys. 1.4a), najprostszy nietrywialny splot. Ma dwa ogniwa. m
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Posta¢ — Heinz Hopf. Matematyk niemiecki urodzon w 1894 roku w Gribschen (obecnie cze$¢
Wroclawia); zmart w 1971 roku w Zurychu, Szwajcarii. Gléwnym wynikiem jego pracy doktorskiej
21925 roku bylo, Ze kazda jednospdjna zupeina 3-rozmaito$¢ Riemanna o stalej krzywiznie sekcyjnej
jest globalnie izometryczna do przestrzeni euklidesowej, sferycznejlub hiperbolicznej. Byt pionierem
topologii algebraicznej. W 1931 roku prowadzit badania nad tzw. rozwidknieniem: odwzorowaniem
S3 — S2 takim, ze przeciwobrazy punktéw sa okregami wielkimi na 3-sferze. Podczas tych badas
zajmowat sie splotem nazywanym teraz splotem Hopfa.

B Przyktad 1.1.12 Splot Whiteheada (rys. 1.4b). n

Postac — John Henry Constantine Whitehead. Matematyk brytyjski urodzon w 1903 roku
w Madrasie, Indiach; zmart w 1960 roku w Princeton, New Jersey. Byl jednym z zalozycieli teorii
homotopii, podat definicje CW-kompleks6éw. Prébowat udowodnié hipoteze Poincarégo, ale popenit
blad twierdzac, ze nie istnieje $ciggalna otwarta 3-rozmaitosé, ktéra nie jest homeomorficzna z R3.
W 1935 roku sam wskazat taka rozmaito$é, do jej konstrukeji wykorzystujac splot Whiteheada.

() splot Hopfa (b) splot Whiteheada (c) pier$cienie Boromeuszy

Rysunek 1.4: Sploty o matej liczbie skrzyzowar

Sploty rozszczepialne

Aby wyttumaczy¢, czemu trzeci splot z rysunku 1.4 jest interesujacy, potrzebujemy zdefiniowaé
sploty rozszczepialne.

Definicja 1.1.13 — rozszczepialnosé. Jezeli splot L mozna zanurzyé w przestrzeni R>
tak, ze niektdre jego ogniwa bedg leze¢ nad pewng rozlaczng ze splotem plaszczyzna, zas
pozostale pod nig, to powiemy, ze splot L jest rozszczepialny.

Liczbe nierozszczepialnych splotéw pierwszych kopiujemy z bazy danych LinkInfo [278]:

8 9 10 1
29 83 287 1007
21 55 174 548

8 28 113 459

skrzyzowania

sploty pierwsze, nierozszczepialne

(w tym) alternujace

O O O |o
O O | O |+~
O ~ [ =N
O O | O |(w
O — = |~
o —= = |wn
= n oo
N N 0|3

(w tym) niealternujace

W bazie liczb OEIS trafiliémy tylko na cigg A086826 opisujacy liczbe nierozszczepialnych
pierwszych i ztozonych weztéw i splotéw, na przyklad as = 4, bo mamy dwa wezly pierwsze,
splot Whiteheada oraz tréjlistnik spleciony z nieweztem. Stowa , skrzyzowanie”, ,alternujgcy”
oraz ,pierwszy” definiujemy w przysztosci, beda to odpowiednio definicje 1.2.1,1.1.14 1 2.4.1.
Ksigzka ma nieliniowa budowe i nalezy przeczytaé jg co najmniej dwa razy.

Pewne kryteria rozszczepialno$ci konkretnych splotéw znalezé mozna u Kawauchiego
[219, 5. 36-38].
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Sploty Brunna

Hermann Brunn [58] rozpatrywal w 1892 roku (a wiec zanim jeszcze teoria wezléw przyszla na
$wiat!) nierozszczepialne sploty, ktére po usunieciu dowolnego ogniwa stajg sie niesplotami.
W czasopi$mie Delta, nr 01/2011, przeczytali$my, ze Rolfsen zaproponowal nazywac je splotami
Brunna i tak tez bedziemy robié. Najprostszym splotem Brunna s3 posiadajace trzy ogniwa
pierscienie Boromeuszy (63 w notacji Alexandera-Briggsa, L6a4 w notacji Thistlethwaite'a).
Pokazemy na stronie 59, ze pier§cienie Boromeuszy nie majg nietrywialnych tréjkolorowar,
wiec nie mogg by¢ niesplotem.

Pierscienie Boromeuszy s3 alternujace, hiperboliczne i drzewiaste. Ich nazwa pochodzi od
lombardzko-piemonckiego rodu kupieckiego, bankierskiego i arystokratycznego, z ktérego
wywodzilo sie wielu kardynaléw. Herb tego rodu zawierat splecione ze sobg trzy okregi.

Jest niemozliwym, by wykonaé model przestrzenny tego splotu przy uzyciu okraglych
pierscieni (Freedman i Skora [145, lemat 3.2] w pracy o ,dziwnych akcjach grup na sferach”,
uzywajac czterowymiarowej geometrii hiperbolicznej). Zamiast tego mozna uzy¢ na przyktad
elips o dowolnie malej mimosrodowosci (Gunn, Sullivan [175]). Ci sami autorzy pokazali tez,
ze pierécienie Boromeuszy mozna zrealizowac za pomocg trzech wzajemnie prostopadlych
zlotych prostokatéw, osadzonych wzdtuz trzech par przeciwleglych krawedzi regularnego
dwudziesto$cianu.

Coxeter w 1993 roku przedstawit pewne zadanie, ktdre rozwigzali Burgiel, Franzblau,
Gutschera [65]. Z ich artykutu wynika, ze liczba patykowa pier$cieni Boromeuszy wynosi 9.

Z dokladnoscia do homotopii sploty Brunna zostaly sklasyfikowane przez Milnora [296],
ale poniewaz ta ksiazka nie thumaczy, czym sa p-niezmienniki Milnora, nie mozemy dzisiaj
wyttumaczy¢, jak tego dokonat.

Sploty alternujace
Zazwyczaj do zdefiniowania splotéw alternujgcych potrzebne sg najpierw diagramy.

Definicja 1.1.14 — splot alternujacy. Niech D bedzie diagramem splotu L. Jezeli podczas
poruszania sie wzdtuz kazdego ogniwa naprzemiennie mijamy podskrzyzowania oraz
nadskrzyzowania, to diagram nazywamy alternujcy.

Splot L jest alternujacy, jesli posiada alternujacy diagram D.

Okolo 1961 roku Ralph Fox zapytat ,What is an alternating knot?”. Szukano takiej definicji
wezla alternujacego, ktéra nie odnosi sie bezposrednio do diagraméw, az w 2015 roku Greene
[172] podal geometryczng charakteryzacje: nierozszczepialny splot w S* jest alternujacy wtedy
i tylko wtedy, gdy ogranicza dodatnig oraz ujemng okreslong powierzchnie rozpinajacs.

Postac — Ralph Hartzler Fox. Matematyk amerykanski urodzon w Morrisville, Pensylwanii
w 1913 roku; zmart w Filadelfii, tamze w 1973 roku. Byt promotorem Johna Milnora, Lee Neuwirtha
(o ktérych jeszcze wspomnimy!) i 23 innych os6b, o ktérych nie wspomnimy. Oprécz tego nadzorowat
prace licencjacka Kennetha Perko. Zawdzieczamy mu spopularyzowanie n-kolorowania na koledzu
Haverford w 1956 roku, podanie nowego sposobu na znalezienie wielomianu Alexandera przy uzyciu
rachunku rézniczkowego Foxa oraz niektdre terminy teorii weztéw uzywane po dzi$ dzieri: wezet
plastrowy, wezel taSmowy, okrag i powierzchnia Seiferta.

Nie ma zwartego wzoru na liczbe splotéw alternujacych, ale wiemy, Ze roénie co najmniej
wykladniczo wzgledem liczby skrzyzowan:
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Fakt 1.1.15 Niech a, oznacza liczbe supléw o n skrzyzowaniach, ktére sg alternujace
oraz pierwsze. Wtedy
301 )\n—3/2

(1.5)
/s

An

gdzie zaréwno c1, pierwszy wspdlczynnik rozwiniecia Taylora funkcji @ (7)) zdefiniowanej
w [429], jak i A s3 jawnie znanymi stalymi:

57 - (21001 + 371,/21001)3
Gl — (1.6)
2-310. (17 + 34/21001)5
A = L (101 + V21001 1.7)

~ 40

Niech A,, oznacza liczbe pierwszych, alternujacych splotéw o n skrzyzowaniach. Wtedy
A, = A", dokladniej: jeslin > 3, to

Ap—1 an — 1
Tt AL : .
16n — 24 2 (1.8)

Wezly pierwsze i suply pojawiaja sie odpowiednio w definicjach 2.4.1,7.2.1.

Niedowdd. Zamiast przedstawi¢ dowdd albo chociaz jego szkic, wymienimy trzy narzedzia
uzyte przez Sundberga, Thistlethwaite’a [429]: algebraiczng metode Conwaya znajdowania
splotéw, wynik Tuttego dotyczacego liczby ukorzenionych c-sieci oraz (wtedy juz udowodnio-
na) hipoteze Taita. |

Fakt 1.1.16 Niech a, oznacza liczbe suptéw o n skrzyzowaniach, ktdre sa alternujace
oraz pierwsze. Wtedy funkcja tworzaca f(z) = >, a,2" spelnia réwnanie

D) 2
fU42) = F(2)? ~ L+ F(@)a(f(2) — 2 = {7~ =0, (L.9)
gdzie ¢(z) jest pomocniczg funkcja
222 -102 -1+ /(1 —42)3 2
q(z) = 3 1 9)° -1 T (1.10)

Powyzsza ciekawostka takze pochodzi z cytowanej wczesniej pracy [429].
Mimo braku zwartego wzoru, doktadne wartosci a,, sa znane i stablicowane az don = 24
(ciag A002864 w OEIS).

Dopetnienia weztéw i splotow

Jesli dwa wezly s réwnowazne, to ich dopelnienia s oczywiscie homeomorficzne. Pytanie
o prawdziwo$¢ implikacji odwrotnej jako pierwszy zadat najprawdopodobniej Tietze [438]
w 1908 roku. O jego trudnosci niech §wiadczy fakt, ze dopiero w roku 1987 pokazano, ze
istnieja co najwyzej dwa wezly o zadanym dopetnieniu (Culler, Gordon, Luecke, Shalen [105]).
Dwa lata p6Zniej poznali$my pozytywna odpowiedZ na pytanie Tietzego: kazdy wezel jest
wyznaczony jednoznacznie przez swoje dopelnienie. Natomiast analogiczne stwierdzenie
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o splotach jest falszywe i wiedziano o tym od bardzo dawna: w 1937 roku Whitehead [466]
podat nieskoniczenie wiele splotéw, ktérych dopelnienia wygladajg jak dopelnienia splotu
Whiteheada.

Twierdzenie 1.1.17 — Gordon, Luecke, 1989. Niech f: (R*\ K1) — (R®\ K>) bedzie
zachowujgcym orientacje homeomorfizmem dopelnied poskromionych weztéw K1, Ko.
Wrtedy wezly K1 2 K s izotopijne.

Niedowdd. Wynika to z teorii Cerfa, kombinatorycznych technik w stylu Litherlanda, cienkich
pozycji, cykli Scharlemanna i ogdlniejszego stwierdzenia: nietrywialna chirurgia Dehna na
wezle w 3-sferze nigdy nie daje 3-sfery. Pelny dowdd zawiera praca [170]. |

Twierdzenie to zamienia problem lokalny (czy dwa wezly w kuli S® s3 réwnowazne?) na
problem globalny (czy dwie przestrzenie topologiczne s3 homeomorficzne?).

Diagramy. Ruchy Reidemeistera

Chociaz w éwietle definicji 1.1.7 wezly s3 pewnymi regularnymi podzbiorami przestrzeni R?,
z kombinatorycznego punktu widzenia wygodniej jest rysowa¢ je na plaszczyznie.

Definicja 1.2.1 — cief, skrzyzowanie. Niech 7: R® — R? bedzie rzutem na pewnga
plaszczyzne, za§ L C R? ustalonym splotem. Obraz 7[L] nazywamy cieniem, punkty
podwéijne p cienia (punkt p € R?, ktérego przeciwobraz 7! [{p}] jest dwupunktowy)
nazywamy skrzyzowaniami.

Zazwyczaj nie wprowadza sie osobnego terminu na cierl, tylko oszczedza czas i zaczyna
od razu od diagraméw, tak jak Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 9]:

Definicja 1.2.2 — diagram. Niech D bedzie cieniem splotu L takim, ze cient D zawiera
skoriczenie wiele punktéw wielokrotnych (i wszystkie sg punktami podwdjnymi) oraz
skrzyzowania cienia D nie zawieraja wierzchotkéw splotu L. Wtedy cied D wzbogacony
o informacje o tym, jak przebiegaja skrzyzowania (ktéry odcinek tamanej biegnie dotem,
aktéry géra) nazywamy diagramem.

Mieli$my problemy ze znalezieniem fadnego rysunku katastrof, jakich nie dopuszczamy
pracujac z diagramami zamiast zwyklymi cieniami; nam nie do kofica chcialo sie je rysowaé
tutaj. Wybawieniem okazala sie monografia Burdego, Zieschanga (i Heusenera) [64, s. 9].

Dla kazdego ustalonego n > 2ikazdego wezla K istnieje ciers D, na ktdérym wszystkie
wielokrotne punkty s3 n-krotne (wiemy to od Hostego, College’a [9, s. 11], ktdrzy nie napisali,
skad to wiedzg); dla co najmniej jednej wartosci n mozna dodatkowo wymagaé, by diagram
zawieral dokladnie jedno skrzyzowanie (Adams, Crawford, DeMeo, Landry, Lin, Montee, Park,
Venkatesh, Yhee [8] albo Brunn ponad sto lat temu [9, s. 28]1).

Definicja 1.2.3 — w#6kno, nié. Fragment diagramu biegnacy miedzy dwoma kolejnymi
skrzyzowaniami (odpowiednio: tunelami, czyli podskrzyzowaniami), nazywamy nicig
(odpowiednio: wldknem)

Skrzyzowania i diagramy sa standardowymi terminami, zrozumialymi przez kazdego.
Cienie, nici i widkna stanowia twdrczo$¢ wlasng autoréw! Nici powstaja z widkien przez
rozciecie ich przy kazdym nadskrzyzowaniu.
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Fakt 1.2.4 Niech L bedzie splotem. Jego diagramy tworza otwarty i gesty podzbidr
wszystkich rzutéw.

Kawauchi [219, s. 7] wspomina w tym miejscu podrecznik Crowella, Foxa [104, s. 7]. To
samo jest na przyklad u Burdego, Zieschanga, Heusenera [64, s. 10], ale oni odsylaja jeszcze
do Reidemeistera [378] i samego Burdego [61].

Niedowdd. Rzut splotu na réwnolegle plaszczyzny jest taki sam, a te mozna sparametryzowaé
prostymi przechodzacymi przez poczatek uktadu wspétrzednych, ktére tworzg przestrzen
rzutowa RP?. Niech S bedzie zbiorem prostych, ktére daja zte rzuty. Wystarczy pokazaé jego
nigdziegestosé. Okazuje sie, ze S jest tez jednowymiarowy. Patrz tez [367, s. 12]. |

I Whiosek 1.2.5 Kazdy splot posiada diagram.

Definicja 1.2.6 — orientacja. Wezetl, w ktérym wybrano kierunek, w ktérym nalezy
sie po nim poruszaé, nazywamy zorientowanym. Splot nazywamy zorientowanym, jesli
wszystkie jego ogniwa traktowane jako wezly sg zorientowane.

Orientacje na diagramie zaznaczamy malg strzatky wskazujaca kierunek poruszania sie.

Ruchy Reidemeistera

Wiemy juz, ze wezly majg wiele diagraméw. Majac dane dwa rézne diagramy chcieliby$my
wiedzied, czy przedstawiajg ten sam wezel. Stosowne narzedzie dostarczyt Kurt Reidemeister
w latach dwudziestych ubieglego wieku. Zdefiniujmy trzy lokalne operacje na diagramach,
a potem wystowimy kryterium Reidemeistera rozstrzygajace problem réwnosci weztéw.

Ruchy Reidemeistera pojawiajg sie w kazdym wprowadzeniu do teorii wezléw: [64, s. 10,
11].

Definicja 1.2.7 — ruchy Reidemeistera. Trzy gatunki lokalnych deformacji diagramu
splotu:

R
R
R

/ N\ /7
( NN
/ A\ / 7/ \
(@) ruch Ry (b) ruch Ro (c) ruch R3

Rysunek 1.5: Trzy ruchy Reidemeistera

nazywamy ruchami Reidemeistera. Czasami uzywa sie konkretnych nazw:

« skrecenie/rozkrecenie (dla R1),
- wsuniecie/rozsuniecie (dla R2) oraz

- przesuniecie tuku przez skrzyzowanie (dla R3).
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Reidemeister w swojej pierwszej pracy przyjal inng kolejnos¢, jego drugi ruch jest naszym
pierwszym. Dzieki temu ruch Ry, operuje na k tukach diagramu. Colberg [92, s. 6] pisze, ze
Maxwell znal ruchy Reidemeistera przed Reidemeisterem, ale mimo présb Taita nigdy nie
zglosit swojego odkrycia w Royal Society of Edinburgh.

Twierdzenie 1.2.8 — Reidemeister, 1927. Niech D, D3 beda diagramami dwéch splotéw
Ly, Ly. Sploty L1, L sa takie same wtedy i tylko wtedy, gdy diagram D mozna otrzyma¢
z D1 wykonujac skoniczony cigg ruchéw Reidemeistera oraz gladkich deformacji tukéw,
bez zmiany biegu skrzyzowan.

Twierdzenie Reidemeistera jest prawdziwe takze dla splotéw zorientowanych, ale wtedy
trzeba uwzgledni¢ rézne orientacje lukéw i nie jest oczywiste, ile sposréd 21 + 2% + 23 = 14

wersji jest potrzebne. Polyak [361] pokazal, ze minimalny zbiér zorientowanych ruchéw sktada
sie na przyklad z dwdch wersji ruchu R1, jednej wersji ruchu R» i jednej wersji ruchu Rs.

Niedowdd. Dowdd podali niezaleznie Reidemeister [378] oraz Alexander, Briggs [13]. Szkielet
dowodu mozna znalez¢é w ksigzce Burdego i Zieschanga [64, s. 9-11], ale kluczowe pomysly
podaja tez Prasotow z Sosinskim [364, s. 11-12]. Innym przystepnym Zrédlem jest podrecznik
Murasugiego [328, s. 50-56]. |

Posta¢c — Kurt Werner Friedrich Reidemeister. Matematyk niemiecki urodzon w Brunszwiku
w 1893 roku; zmart w Getyndze w 1971 roku. W 1922 zostal nominowany na stanowisko profesora
nadzwyczajnego na Uniwersytecie Wiederiskim; nominacje te przyjat. To podczas pobytu tamze
podjat decyzje o studiowaniu teorii weztéw, ale takze poznat swoja przyszta zone: pochodzacg z Rygi
Elzbiete Wagner. W 1925 roku przenidst sie na Albertyne we (wtedy jeszcze pruskim) Krélewcu,
gdzie opracowat kamien wegielny teorii weztéw: ruchy Reidemeistera. PéZniej dokonat jeszcze kilku
ciekawych odkry¢: w 1935 zdefiniowal niezmienniki torsyjne, ktdre po raz pierwszy byly w stanie
odrézni¢ réwnowazne homotopijnie, ale nie homeomorficzne rozmaitosci; konkretniej: pokazal, ze
przestrzenie soczewkowe L(7,1) i L(7, 2) nie sg homeomorficzne. Sklasyfikowat grupy abelowe,
ktére wystepuja jako grupy podstawowe 3-rozmaitosci i dowi6dt, ze kazde dwa rozklady Heegaarda
3-rozmaito$ci maja wsp6lng stabilizacje.

©»

(O rozktadzie albo tez rozszczepieniu Heegaarda pisza Burde, Zieschang, Heusener [64,
44]; Zieschang byl jednym ze studentéw Reidemeistera.)

Postac — James Waddell Alexander. Matematyk amerykanski urodzon w1888 roku w Sea
Bright, New Jersey; zmart w 1971 roku w Princeton, tez New Jersey. Byt studentem Veblena, wspélnie
z ktérym pokazal, ze topologie rozmaito$ci mozna przenies$¢ na wielosciany. Przed 1920 rokiem
udowodnil, ze homologie komplekséw symplicjalnych s niezmiennikiem topologicznym. Jego
pionierskie prace dotyczace topologii algebraicznej potozyly fundament dla pomystéw Poincarégo.
Kiedy$ pomiedzy rokiem 1930 i 1935 zdefiniowat kotaficuchy, co doprowadzito go do odkrycia (nie-
zaleznie od Kolmogorowa) kohomologii. Oprécz sztuczki Alexandera wprowadzit bardzo wazny
niezmiennik nazwany na jego cze$¢ wielomianem Alexandera, modut z gradacjg otrzymany z homo-
logii cyklicznego nakrycia dopenienia wezta. Nie sama matematyka zyt cztowiek! Byl mitosnikiem
wspinaczki gérskiej. Podczas pobytu w Princeton regularnie zostawial uchylone okno w swoim
gabinecie, zeby méc sie do niego wdrapaé.

Posta¢c — Garland Baird Briggs. Matematyk amerykanski, urodzon w Sebrell, Wirginii w 1894
roku; zmart w Kolumbii w 1959 roku. Niestety nie wiemy za duzo o tym czlowieku.

Trace [440] zauwazyl, ze dwa diagramy jednego wezla sa zwigzane tylko I1i III ruchem
(ale nie I) wtedy i tylko wtedy, gdy maja ten sam spin oraz indeksy nawiniecia. Z prac Ostlunda
[475], Manturowa [287, s. ?2?] oraz Haggego [176] wynika, ze dla kazdego wezla istnieje para
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diagraméw, do przejscia miedzy ktérymi trzeba wykorzystaé wszystkie trzy ruchy. Coward
[97] zademonstrowal, ze nawet jesli wszystkie trzy ruchy sg potrzebne, mozna je wykonywaé
w specjalnej kolejnosci: najpierw tylko I ruchy, potem tylko II ruchy, nastepnie tylko III ruchy
i znowu II ruchy.

Do pokazania, ze dwa wezly K1, K nie s3 réwnowazne, powinni$my na mocy twierdzenia
1.2.8 udowodni(, ze zaden cigg ruchéw Reidemeistera nie przeksztalca jednego w drugi.
Oczywiscie nikt o zdrowych zmystach tak nie postepuje. Zamiast tego wprowadza sie stosowny
niezmiennik, czyli funkcje f okreslong na zbiorze wszystkich wezléw (albo splotéw, suptéw,
warkoczy itd.) tak, ze jesli wezly K1 = K> sa réwnowazne, to f(K1) = f(K2). katwo wida,
zejesli (K1) # f(K2),towezly K1, K> nie moga by¢ réwnowazne. Natomiast gdy wartosci
s3 te same, nie dostajemy zadnej informacji.

Poznali$my jak na razie dwa niezmienniki: liczbe ogniw splotu oraz dopelnienie splotu
do przestrzeni, w ktérej jest zanurzony (R3 lub S®). Wiele, chociaz nie wszystkich, innych
niezmiennikéw definiuje sie nie bezposrednio na zbiorze wezléw, ale na zbiorze diagraméw.
Nalezy wtedy sprawdzié, ze kazdy z trzech ruchéw Reidemeistera nie ma wplywu na wartosé
niezmiennika.

Niezmienniki bedg nam stale towarzyszyé w wedréwee po krainie weziéw.

Dygresja — wyniki iloSciowe wokét twierdzenia Reidemeistera

Zatézmy, ze na dwdch diagramach tego samego wezta widaé¢ odpowiednio 11, no skrzyzowan.
Jak pisza Coward, Lackenby [98], istnieje funkcja f: N x N — N taka, ze miedzy dwoma
diagramami mozna przej$¢ wykonujac co najwyzej f(n1, n2) ruchéw. Wynika to z faktu, ze
istnieje skoriczenie wiele sp6jnych diagraméw o danej liczbie skrzyzowan oraz twierdzenia
Reidemeistera. Okazuje sie jednak, ze od funkeji f mozna zgdaé, by byla obliczalna (a to jest
chyba réwnowazne istnienia algorytmu rozpoznajacego, czy dwa diagramy przedstawiaja
jeden wezel) i faktycznie, gtéwny wynik [98] orzeka, ze
on1+ng
f(ni,m2) = 2% (L.11)

jest takg funkcja. Pietrowa potega liczy sobie az 101000000(m1412) wapstyy,

Natomiastjezeling = 0, czyli drugi diagram przedstawia niewezet, ;wystarcza” (236mn1)*!
ruchéw, przy czym liczba skrzyzowari podczas transformacji nigdy nie przekracza 49¢%: to
$wiezszy wynik samego Lackenby’ego [252], gdzie poprawil wczesniejsze oszacowania Hassa,
Lagariasa. Przyklad diagramu niewezla, do rozwigzania ktérego nie mozna tylko usuwaé
istniejacych skrzyzowan, przedstawiajg Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 12].

Hayashi [183] dowiddl, Ze liczbe ruchéw Reidemeistera potrzebnych, by rozszczepi¢ splot
mozna ograniczy¢ z géry na podstawie indeksu skrzyzowaniowego.

Historia tablic weztéw

Pierwszg osobg, ktéra podjela sie szukania wezléw, byt Peter Guthrie Tait, szkocki fizyk.
Razem z Thomsonem (lordem Kelvinem) wierzyli, ze wezly s kluczem do zrozumienia widma
spektroskopowego réznych pierwiastkéw: na przyktad atom sodu mégt by¢ splotem Hopfa
ze wzgledu na dwie linie emisyjne. Eksperyment Michelsona-Morleya z 1887 roku zabit ich
,wirowg teorie atomu”, ale nie mialo to znaczenia dla teorii weztéw jako dziatlu matematyki.
Uzywana po dzi$ dzien strategia, ktora przyjal Tait, jest stosunkowa prosta: narysowaé
wszystkie mozliwe diagramy o zadanym indeksie skrzyzowaniowym, po czym polaczy¢ ze
sobg te, ktére przedstawiaja jeden wezel. Na potrzeby pierwszego etapu Tait wymyslit schemat
kodowania diagraméw. Opiszemy pdZniej jego ulepszenie, kod Dowkera-Thistlethwaite’a.
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Siedem i mniej skrzyzowan

Tait wykorzystujgc swoja notacje podat w 1876 pierwszg tablice pietnastu wezléw o mniej
niz o$miu skrzyzowaniach. Nie nalezy traktowaé tego jako skromny wynik: nie miat on do
dyspozycji zadnych twierdzen topologicznych do odrézniania wezitéw. Onie$mielony przez
liczbe mozliwych kodéw dla kolejnych indekséw skrzyzowaniowych, powstrzymat sie przed
rozszerzaniem swojej tablicy. To wladnie grupowanie diagraméw przedstawiajacych ten sam
wezel, a nie samo szukanie wszystkich mozliwych diagraméw, sprawia trudnosé.

Aby sobie pomdc, Tait znalazt lokalng modyfikacje diagramu, ktéra nie zmienia indeksu
skrzyzowaniowego, znang obecnie jako FLYPE. Dla Taita , flype” byto innym ruchem, prosta
transformacja zwigzang ze zmiang wyboru nieskoriczonego obszaru, ale pamieta o tym teraz
mato kto. Dowiedzieli$my sie o tym z pracy [295]; Menasco i Thistlethwaite dowiedzieli sie
o tym od Claude’a Webera. Flype to stary szkocki czasownik oznaczajgcy ,wykrecaé na drugg

strong”.
40" | Y
k T I— L /

Rysunek 1.6: Ruch flype

&
<
&

R

Calkiem inng taktyke szukania weztéw przyjat wielebny Thomas Kirkman: zaczynat od
malego zbioru "nieredukowalnych’ rzutéw, do ktdrych systematycznie doktadal skrzyzowania.
Od poczatku byt zainteresowany gtéwnie alternujgcymi weztami; w 1885 roku wydrukowat
diagramy 634 wezléw o dziesieciu skrzyzowaniach.

Definicja 1.2.9 — wezta, Kirkmana, w stu stowach. By a Knot of n crossings, [ understand
a reticulation of any number of meshes of two or more edges, whose summits, all tessaraces, are each
a single crossing, as when you cross your forefingers straight or slightly curved, so as not to link them,
and such meshes that every thread is either seen, when the projection of the Knot with its n crossings
and no more is drawn in double lines, or conceived by the reader of its course when drawn in single
line, to pass alternately under and over the threads to which it comes at successive crossings.

Wiemy, ze Tait czytal czasopismo zawierajace diagramy Kirkmana i wykorzystat je do
opracowania prawie kompletnej listy wezléw alternujacych o mniej niz 11 skrzyzowaniach.
Tuz przed oddaniem jej do druku odkryl inny spis wezléw stworzony przez amerykanskiego
naukowca Charlesa Little'a. Znalazt wtedy jeden duplikat u siebie, natomiast u Little'a jeden
duplikat i jedno pominiecie.

Dziesie¢ skrzyzowan

Zachecon przez Taita, Little zabrat sie za alternujace wezly 0 11 skrzyzowaniach i za trudniejsze
zadanie, stablicowanie weztoéw niealternujacych, czyli takich, ktére nie posiadaja alternujacego
diagramu. Jak wynika z pierwszej pracy Taita, poczatkowo nie wierzono, ze takie w ogdle
istnieja. Dowdd znaleziono wiele lat pézniej, niealternujace sa 819, 820, 821, ale nie pierwsze
wezly o mniejszej liczbie skrzyzowan. Patrz fakt 4.3.3. Little pracowal przez szes¢ lat (1893 —
1899) i znalazt 43 niealternujace wezly o 10 skrzyzowaniach. Zadnego nie pominal, ale trafit
mu sie jeden duplikat.

W kolejnych dziesiecioleciach nie nastapit znaczacy postep, zaréwno w rozszerzaniu tablic,
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jakisprawdzaniu tych juz istniejacych. Haseman [180] w 1918 roku znalazta achiralne wezly 0 12
(takich jest 54, praca Haseman podaje 61, poniewaz zawiera 7 duplikat6w) i 14 skrzyzowaniach.
W 1927 roku Alexander z Briggsem [13] przy uzyciu pierwszej grupy homologii rozgatezionego
nakrycia cyklicznego (!) potrafili odrézni¢ od siebie dowolne dwa wezly (z pominieciem 3 par)
0 co najwyzej 9 skrzyzowaniach. Reidemeister [379] poradzil sobie z tymi wyjatkami w 1932
roku, korzystajac z indeksu zaczepienia i homomorfizméw z grupy wezla na grupy diedralne.

Jedenascie skrzyzowan

Na dalszy postep musieliSmy czeka¢ do lat szesédziesiatych. Wtedy to John Conway [94]
znalazt prawie wszystkie pierwsze wezly o mniej niz 12 skrzyzowaniach oraz sploty o mniej
niz 11 skrzyzowaniach. Odkryl jeden duplikat oraz jedenascie pominie¢ w starych tablicach
Littlea (do 11 skrzyzowan), ale sam zgubit cztery wezly. Naprawienie bledu zajelo chwile: dwa
brakujace wezly zawierala praca magisterska Lombardero z 1968 roku, dwa odkryt Caudron
okoto 1980 roku [75]. Conway tez popelnit dwa duplikaty: wspélczesnie bardziej znany to
para Perko, wezel reprezentowany przez dwa diagramy az do tablic Rolfsena. Nazywamy ja
tak, poniewaz zostala dostrzezona przez Perko [353], ktdry bezskutecznie prébowat odréznié
skladniki pary diedralnym indeksem zaczepienia: dla obydwu diagraméw wynosi on 32/11.
Jako przyczyne tak dlugiego niezauwazenia pary Perko podaje sie hipoteze Little’a, Ze spin
minimalnego diagramu jest niezmiennikiem, gdyz btednie zatozyl, ze 2-przejscia oraz flype
wystarczaja do zmiany dowolnego minimalnego diagramu w inny. (Diagramy pary Perko maja
rézny spin). Zachecamy w tym miejscu do nieprzeskakiwania strony 30, gdzie para Perko
pojawia sie raz jeszcze. Mniej znany duplikat wystapit w tablicy splotéw do 10 skrzyzowan,
gdzie 2.-2.-20.20 jest lustrem 8*-20: -20.

Pomimo opisanych wyzej drobnych niepowodzernl, metode Conwaya (majaca fundamenty
w pomystach Kirkmana) uznaje sie za bardzo dobra. Conway potrzebowal zaledwie kilku
godzin na przeprowadzenie swojej klasyfikacji; a my uzywamy jej po dzi$ dzien, na przyktad
Tuzun, Sikora zweryfikowali dzieki niej hipoteze 5.2.11 do 24 skrzyzowari.

Rekopis [44] (albo [43]?) Bonahona, Siebenmanna klasyfikuje wezly algebraiczne. Kres ery
recznych obliczen nastapil, gdy z nielicznymi niealgebraicznymi weztami do 11 skrzyzowan
poradzit sobie Perko [355], [356].

Postac — John Horton Conway. Matematyk brytyjski urodzon w 1937 roku w Liverpoolu,
zmart w 2020 roku w New Brunswick, New Jersey. Byl wszechstronnie uzdolniony: opracowat gre
w zycie (jeden z pierwszych i najbardziej znanych przykladéw automatéw komérkowych) oraz kropki
(razem z Patersonem, polega na faczeniu kropek liniami tak, by sie nie przecinaly — po angielsku
sprouts); ustalil, ze poza sze§cioma regularnymi 4-wielotopami oraz dwoma nieskoniczonymi seriami
zaczynajacymi sie od dwugraniastostupa i antydwugraniastostupa istnieja 64 wypukte jednorodne
4-wielotopy; znalazt grupe automorfizméw kraty Leecha, pokazal, ze kazda liczbe naturalng mozna
zapisacé jako 37 piatych poteg oraz wskazat przyklad funkeji, ktéra jest nigdzie ciagla i ma wszedzie
wiasnosé¢ Darboux. Dla nas najciekawsza jest jego praca [94] o suptach.

Trzynascie skrzyzowan

Na poczatku lat osiemdziesiatych ubieglego wieku Dowker i Thistlethwaite [119] z pomoca
komputera stablicowali wezly do 13 skrzyzowan. Przez blisko dekade nic sie nie dzialo, az
wreszcie grupa studentéw (Arnold, Au, Candy, Erdener, Fan, Flynn, Muir, Wu [14]) wygrala
dostep do superkomputera Cray. Razem z Hoste znalezli alternujace wezly do 14 skrzyzowan,
jednoczesnie sprawdzajac istniejace tabele Thistlethwaite’a.
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Szesnascie skrzyzowan

Okotlo roku 1998 Hoste z Weeksem oraz niezaleznie Thistlethwaite [191] znalezli 1 701 936
pierwszych weztéw do 16 skrzyzowan. Uzywali przy tym réznych podejs$é: Hoste z Weeksem
wykorzystywali niezmienniki hiperboliczne oraz program SnapPea; Thistlethwaite natomiast
wzbogacit zestaw ruchéw Reidemeistera o flype, przejscie, 2-przejscie, ruch Perko oraz kilka
innych ezoterycznych przeksztalcen tak, zeby poradzi¢ sobie z upartymi parami diagramoéw.
Wsrdd pierwszych weztéw do 16 skrzyzowan na 32 wyjatkowe (niehiperboliczne) wezly sktada
sie 12 weztéw torusowych oraz 20 satelitéw tréjlistnika. To samo jeszcze raz napiszemy na
stronie 173.

Dziewietnascie skrzyzowan

Artykul [191] zawiera informacje, Ze jego autorzy szukaja wezléw o 17 skrzyzowaniach, ale my
nie doszukali$my sie Zadnej pdZniejszej publikacji na ten temat. W 2004 Flint, Rankin oraz
Schermann [376] znalezli alternujgce wezly do 22 skrzyzowari (obliczenia na stacji roboczej
z procesorem Xeon oraz 3 gigabajtami pamieci zajely okoto 45 godzin), po czym dlugo nie
dzialo sie nic.

Dopiero w 2020 Burton [66] stablicowatl wezly pierwsze do 19 skrzyzowan: , Here we extend
the tables from 16 to 19 crossings, with a total of 352 152 252 distinct non-trivial prime knots.”

Thistlethwaite opublikowal na swojej stronie internetowej, ze znalazt wezly pierwsze do 20
skrzyzowan; czekamy na publikacje w renomowanym czasopi$mie. Jezeli nie popelnit zadnego
btedu, to mamy 199 631 989 alternujacych i 1 647 687 439 niealternujgcych weztéw pierwszych
o dwudziestu skrzyzowaniach. Wérdd nich mamy 915 satelitéw tréjlistnika, 5 satelitéw 6semki
oraz wezet (3,10)-torusowy; pozostale wezly s3 hiperboliczne.

Sploty

Cerf [76] pisze, ze Conway [94] znalazl wczesniej sploty do 10 skrzyzowan, za$ Caudron [75]
poprawit wynik do 11 skrzyzowan, ale wszystkie te sploty s3 niezorientowane, a naukowcy
potrzebuja zorientowanych. Problem zostal zaadresowany najpierw przez Dolla i Hoste’a
[118], ktérzy wydali na mikrofilmie tablice splotéw zorientowanych do 9 skrzyzowari, ale ich
diagramy nie zawsze pasowaly do tych narysowanych w ksigzce Rolfsena.

Cerf obiecuje pogodzi¢ punkty widzenia Rolfsena oraz Dolla/Hoste’a i tworzy wiasng
tablice zorientowanych splotéw do 11 skrzyzowan. Sprawdzila jednocze$nie poprawnosé
starszych tablic Conwaya — i nie znalazla tam zadnych btedéw.

Wiemy od Hostego, ze Jablan [195] znalazt alternujace sploty o 12 skrzyzowaniach w duchu
metod Kirkmana i Conwaya. Praca Jablana zostata wydrukowana w 1999 roku. W 2001 roku
Thistlethwaite posiadat tablice pierwszych splotéw alternujacych do 19 skrzyzowan, jednak
wyglada na to, ze nigdy jej nie opublikowal. W 2007 roku Fontaine, Rankin, Flint znalezli
liczbe pierwszych splotéw alternujacych 0 20, 21, ..., 24 skrzyzowaniach.

Klasyfikacje splotéw o 12 1 13 skrzyzowaniach znalezlismy w pracy magisterskiej Dylana
Faullina (jego zdaniem jestich, odpowiednio, 6447 i 28239). Z niezrozumialych dla nas przyczyn
pomimo uplywu prawie dwéch dekad, ten wynik pozostaje raczej nieznany. Nie ma go na
przyktad w ciagu A086771 w bazie danych OEIS.
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Metody kodowania

Notacja GauBa

Pierwszymi osobami, ktére zajmowaly sie weztami, byli prawdopodobnie Gaufd oraz jego
uczen, Listing. Gaufd wprowadzil indeks zaczepienia dwdoch wezléw jako pewna calka oraz
notacje dla wezléw. Wybierzmy punkt na diagramie, ktdry nie jest skrzyzowaniem i przemie-
rzajmy go zgodnie z orientacj3. Gdy mijamy nowe skrzyzowania, przypisujemy im kolejne
liczby 1,2, .. ., za$ dla starych skrzyzowan przepisujemy numer. Jezeli mijamy skrzyzowanie
dotem, kodujemy je liczbg z minusem.

W ogélnym przypadku nie mozna odtworzy¢ wezla z jego kodu, ale mozna delikatnie
zmieni¢ notacje, by bylo to mozliwe. Kiedy mijamy skrzyzowanie drugi raz, stawiamy minus
przed liczba, jezeli skrzyzowanie jest lewoskretne i plus w przeciwnym wypadku. Nazywa sie
to rozszerzonym kodem Gaufa.

B Przyktad 1.2.10 Rozpatrzmy wezel z rysunku 1.7. Jego (zwykly) kod GaulRato-12-34-56
-78-65-43-29-101-97-810, zaé kod rozszerzonyto-12-34-56-78-6-5-4-3-291019 -7
-810. Pogrubione liczby odpowiadaja drugim przejsciom. [

(@) ...dla kodu Gaufla (b) ...dla kodu Dowkera-Thistlethwaite’a

Rysunek 1.7: Numeracja skrzyzowan

Gauf byt swiadomy, ze szukanie koniecznych i wystarczajacych warunkéw na to, by ciag
2n liczb byt kodem jakiego$ wezla jest ciekawym problemem, ale chyba nie zdecydowat sie
nim zaj3¢. Stosowne algorytmy podali troche pdzniej topolodzy (Dehn [110]) i duzo péZniej
teoretycy graféw (Rosenstiehl, Read [388]). Inny algorytm Dowkera, Thistlethwaite’a [119]
zostal zaimplementowany jako program komputerowy liczacy okoto 30 linii kodu, stanowit
wazny element tablicowania malych wezléw pierwszych.

Notacja Dowkera-Thistlethwaite’a

Poprawia nieopisang tutaj notacje Taita, opisana po raz pierwszy w pracy [119].

Tak jak w notacji Gaufla, przemierzamy wezel zaczynajac poza skrzyzowaniem. Tym
razem jednak stare skrzyzowania dostajg drugi, nowy numer. Jak mozna zauwazy¢, kazde
skrzyzowanie ma parzysta oraz nieparzysta etykiete.

Definicja 1.2.11 Ciag parzystych liczb wystepujacych na diagramie kolejno przy 1, 3, . ..
nazywamy kodem Dowkera-Thistlethwaite’a. Jezeli nieparzysta etykieta odpowiadata
podskrzyzowaniu, zapisujemy liczbe z minusem.
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Opisany powyzej kod nie jest idealny, poniewaz odtworzony z niego wezel moze by¢
lustrzanym odbiciem wyjsciowego. Ogélniej, odbicie dowolnego sktadnika sumy spéjnej nie
zmienia kodu calego wezta. Nie stanowi to jednak duzego problemu, poniewaz notacja zostata
stworzona na potrzeby tablicowania wezléw pierwszych, a te s niezorientowane.

B Przykfad 1.2.12 Rozpatrzmy wezel z rysunku 1.7. Jego kodem Dowkera-Thistlethwaite’a
jest ciag 16121018 6422014 8. .

Zaczynajac od zredukowanego diagramu o n skrzyzowaniach nie mozna doprowadzi¢ do
sytuacji, gdzie do pewnego skrzyzowania przypisane sg dwie kolejne liczby catkowite. Dzieki
temu problem mozna przettumaczy¢ na jezyk teorii graféw. Rozpatrzmy graf G, ktdrego
wierzchotkamisaliczby 1, 2, . . ., 2n. Polaczmy niesasiadujace modulo 2n wierzcholki o réznej
parzystosci krawedziami. Graf ten powstaje przez usuniecie cyklu Hamiltona (faczacego
kolejne liczby) z pelnego grafu dwudzielnego. Zbiér par etykiet przy skrzyzowaniach wezta
to skojarzenie doskonale w grafie G. Liczba skojarzen prawie pokrywa sie z rozwigzaniem
zadania znanego w literaturze jako ,PROBLEME DES MENAGES”: na ile sposobéw n malzeristw
mozna posadzié¢ przy okraglym stole tak, by zadne malzeristwo nie siedzialo obok siebie
i kazdy mezczyzna znalazl sie obok dwdch kobiet? Ustawienia, ktore powstajg przez cykliczne
permutowanie nalezy uzna¢ za tozsame. Gilbert [157] znalazt wzdr na ay, liczbe réznych
kod6w:

o ok
u(m,t) = 2m; (2 & k) -(m—k)!- % (1.12)
a(n) = %Z g)d - (d,l — %) - (%) (1.13)
dn

Kilka poczatkowych wartosci to as = 1,2, 5,20, 87,616, 4843, 44128, 444621, . . . (ciag
A002484 w OEIS).

Notacja Alexandera-Briggsa

W 1927 roku Alexander, Briggs wprowadzili zupetnie inny spos6b oznaczania weztéw — wtedy
do 9 skrzyzowan, ale przedtuzony do 10 skrzyzowan przez Rolfsena i uzywany po dzi$ dzien.
Do opisu wezla uzywa sie dwoch liczb: jego indeksu skrzyzowaniowego z dolnym indeksem,
oznaczajacym miejsce w tablicy weziéw. I tak wezly o odmiu skrzyzowaniachto 81, 82, . . ., 821.
Porzadek jest umowny i jego wybdr nalezy do osoby, ktdra jako pierwsza znajdzie wszystkie
wezly o danej liczbie skrzyzowari (ale wezel skrecony wystepuje zawsze po torusowym).

Od jedenastu skrzyzowan pojawia sie mata zmiana: wezly alternujace i niealternujace
kataloguje sie osobno. I tak 11n1g5 to sto osiemdziesiaty piaty wezet niealternujacy o 11
skrzyzowaniach, za$ 11asez to trzysta sze$édziesigty siddmy alternujgcy.

Rolfsen w 1976 stworzy! z kilkoma bledami tablice diagraméw pierwszych weztéw do 10
skrzyzowan. Para Perko 10161, 10162 przedstawia ten sam wezel, za$ gérne skrzyzowanie
w 10144 powinno by¢ zmienione. Ostatnie cztery wezly dostaly nowe numery, by uniknaé
duplikatu. Kolejng usterks tablicy jest to, ze notacja Conwaya oraz wielomian Alexandera
dla weztéw 1053 oraz 10sg s3 zamienione miejscami. Tu czyha putapka:* Stojmenow, nowe
wydanie ksigzki Rolfsena, atlas weztéw Bar-Natana oraz tablica niezmiennikéw weztowych
Livingstona naprawiajg to przez wymiane podpiséw. Podrecznik Kawauchiego wymienia
diagramy.

“Wiemy o niej dzieki stronie http: //stoimenov.net/stoimeno/homepage/ptab/.
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Ze strony internetowej Stojmenowa dowiedzielismy sie jeszcze czego$. Kolejnos¢ Rolfsena
dla weztéw o 10 skrzyzowaniach obala nomenklature Little'a niealternujacych oraz nadpisuje
numerowanie Taita dla alternujacych weztéw. Alexander, Briggs zrobili wezeéniej to samo dla
9 lub mniej skrzyzowar.

Notacja Conwaya

Wprowadzona przez Conwaya w pracy [94]. Wymaga znajomosci suptéw, wiec przedstawiamy
ja po ich zdefiniowaniu, na stronie 149.

Nazwy zwyczajowe

Niektére wezly i sploty, w szczegdlnosci te o niskim indeksie skrzyzowaniowym, wystepuja
tak czesto w teorii wezléw, ze doczekaly sie nazw zwyczajowych. Oto ich lista:
« wezel 01 to niewezel;
- wezel 3 to trdjlistnik,
« wezel 41 to 6semka albo wezet Listinga,
- wezel 51 to pieciolistnik albo wezet Solomona (1),
- wezel 6, to wezel dokerski/sztauerski,
wezel 11n34 to wezel Conwaya,
wezel 11n42 to wezel Kinoshity-Terasakiego,
wezel 12n242, czyli (—2, 3, 7)-precel, to z powodu pracy [132] wezet Fintushela-Sterna,
- suma spdjna takich samych tréjlistnikéw to wezel babski,
suma spéjna lustrzanych tréjlistnikéw to, dosé niefortunnie, wezel prosty/plaski
splot 22 (L2al) to splot Hopfa,
splot 42 (L4al) to wezel Solomona (1),
splot 57 (L5al) to splot Whiteheada,
splot 63 (L6a4) to pierscienie Boromeuszy.

Wykrywanie niewezta

Jednym z pierwszych duzych probleméw teorii weztéw byto poszukiwanie odpowiedzi na
pytanie, kiedy diagram przedstawia niewezet. Stosowny algorytm wykrywajacy niewezly podat
Haken [177], ale dtugo nikt nie podjat sie jego implementacji. Epple pisze , this algorithm was
extremely impractical”, w recenzji z MathSciNet proponuje, zeby przed przeczytaniem pelnej
niepotrzebnych dygresji pracy Hakena pozna¢ artykut [403] Schuberta. W zZycie pomysty
Hakena udalo sie wdrozy¢ Burtonowi, Budneyowi oraz Petterssonowi w komputerowym
programie Regina’ na przelomie tysiacleci.

Burton, Rubinstein i Tillman [68] pokazali, jak sprawdzaé, w czasie wyktadniczym czy
powierzchnia normalna na striangulowanej 3-rozmaitosci jest (nie)$cisliwa. To wystarczyto
do udzielenia negatywnej odpowiedzi na pytanie Thurstona: ,czy przestrzei Seiferta-Webera
jest rozmaitoscig Hakena?”, a zatem wykraczajacego poza poziom naszego skromnego dziela.
(Rozmaitoéé Hakena to zwarta, P?-nierozktadalna 3-rozmaito$é, ktéra jest dostatecznie duza,
to znaczy zawiera wlasciwie zanurzong dwustronng powierzchnie niescisliwa, co za miks
madrych stéw. Przyklady obejmujg zwarte, nierozkiadalne 3-rozmaitosci z dodatnia pierwsza
liczba Bettiego, w tym wiazki powierzchniowe nad okregiem; ale tez dopetnienia splotéw).

SnapPea’ to inny popularny wéréd niskowymiarowych topologéw program pozwalajacy
badacé hiperboliczne 3-rozmaitodci, patrz sekcja 7.7.

*https://regina-normal.github.io/.
*http://geometrygames.org/SnapPea/index.html.
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Wiadomo, ze genus oraz zredukowana kohomologia Chowanowa wykrywa niewezly (fakey
6.2.19, 6.4.2) i nie wiadomo, czy wielomian Jonesa to robi (hipoteza 5.2.11). Od dawna wiadomo,
ze wielomian Alexandera nie wykrywa niewezla (przyklad 5.1.6). W lutym 2021 Lackenby oglosit
nowy algorytm rozpoznajacy niewezly w quasiwielomianowym czasie.

Wyémienitym punktem wyjscia do poszukiwan trudnych niewezléw jest praca [67], dzielo
Burtona, Changa, Lofflera, de Mesmaya, Marii, Schleimera, Sedgwicka oraz Spreera. Cytuje
ona artykul Lackenby’a [252], gdzie poznali$my stary (z 1934 roku!) przyktad Goeritza [161]
diagramu niewezla o 11 skrzyzowaniach, ktéry mozna zmieni¢ w zwykly diagram niewezla
tylko zwiekszajac po drodze liczbe skrzyzowan. Na kolejne teksty przyszlo poczekaé ponad
p6t wieku. Autorzy przywoluja jeszcze klasyczny przyklad Freedmana, He, Wanga [144]; ale
tez podstepne niewezly Hakena, Ochiai, Thistlethwaite’a oraz mocno do§wiadczalng prace
Petronio, Zanellatiego [358].

My nie potrafimy albo nie chcemy potrafié¢ tadnie rysowaé, wiec pozwolimy sobie pokazaé
tylko, jak wygladal wspomniany wcze$niej przyklad Goeritza. Na swoim blogu® Burton (inny
Burton niz w poprzednim akapicie!) zamieécil wpis pelen rysunkéw, ktére ttumacza, jak
powstal niewezet Hakena.

DO &
\Q\’,\c\/\ o

Rysunek 1.8: niewezet Goeritza

Hipotezy Taita

Tait na podstawie wezl6w o malej liczbie skrzyzowan wysunat okoto 1898 roku trzy lub cztery
hipotezy. Nie jest jasne, czy chodzilo mu o wszystkie wezly, czy tylko te alternujace. Wszystkie
trzy hipotezy sa juz twierdzeniami matematycznymi, ale poniewaz ich dowdd wykorzystuje
m.in. wielomian Jonesa, musimy wstrzymac sie z dowodem. Nic nie stoi na przeszkodzie,
zeby podac tres¢ hipotez juz teraz, a uzasadnienie pdzniej, w sekeji 5.2.7.

Hipoteza 1.4.1 (L hipoteza Taita). Zredukowany alternujgcy diagram splotu ma minimalny indeks
skrzyzowaniowy.

Najpierw znaleziono dowéd korzystajacy z wielomianu Jonesa: dokonali tego w 1987 roku
réwnoczes$nie Kauffman [212], Murasugi [325] oraz Thistlethwaite [432]. Trzydziesci lat pézniej
Greene [172] zaprezentowal geometryczne podej$cie do problemu.

Hipoteza1.4.2 (I hipoteza Taita). Dwa zredukowane diagramy alternujgce jednego wezta majq ten
sam spin.

Pierwsze dowody pochodza znowu od Kauffmana [212] oraz Thistlethwaite’a [432]. Dla
niektérych II hipoteza brzmi inaczej (,achiralny splot alternujacy ma zerowy spin’), dla innych
jest prostym wnioskiem z naszego sformutowania.

Hipoteza 1.4.3 (II] hipoteza Taita). Niech D1, D3 bedg zredukowanymi alternujgcymi diagramami
zorientowanego pierwszego splotu. Wtedy diagram D2 mozna otrzymaéz D1 korzystajgc jedynie z ruchu
flype.

5h‘ttps ://mickburton.co.uk/2015/06/05/how-do-you-construct-hakens-gordian-knot/
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Trzecia hipoteze udowodnil Menasco wspélnie z Thistlethwaitem [295]. Wynika z niej,
ze dwa zredukowane diagramy alternujgce tego samego wezla majg ten sam spin. Nie jest
prawdziwa dla niealternujacych splotéw, przez co w tablicach weztéw tak dlugo mielismy
duplikat — pare Perko.

Czasami méwi sie jeszcze o IV hipotezie: ze

Hipoteza 1.4.4 (IV hipoteza Taita?). Zwierciadlane wezly majq parzysty indeks skrzyzowan.

Ta okazala sie falszywa, pisaliémy o tym na stronie 36.






2. Operacje weztowe

Majac dany diagram splotu zorientowanego, mozna odwrécié jego wszystkie ogniwa albo
wszystkie skrzyzowania. Dzialania te nazywamy odpowiednio rewersem i lustrem, opisujemy
je w pierwszej podsekeji. Dalej pojawi sie suma niespdjna oraz spdjna, odpowiednik mnozenia
liczb naturalnych zbadany doktadniej przez Schuberta okoto 1954 roku. Znacznie pézniej (bo
dopiero w sekcji 7.2) wprowadzimy jeszcze sume i iloczyn suptéw.

Lustro i rewers. Wezty skretne i zwierciadlane

Definicja 2.1.1 — lustro. Niech L bedzie zorientowanym splotem. Splot m L powstaly
przez odbicie splotu L wzgledem dowolnej ptaszczyzny nazywamy lustrem.

Definicja 2.1.2 — rewers. Niech L bedzie zorientowanym splotem. Splot r L powstaly
przez odwrdcenie orientacji wszystkich ogniw splotu L nazywamy rewersem.

7 ) ( N a4 N

A\ Z 4

@) lustromL (b) przykladowy splot L (c) rewers rL

Na lewym obrazku odbili$my diagram wzgledem pionowej plaszczyzny, ale ten sam splot
dostaliby$émy odwracajac wszystkie nad- i podskrzyzowania (czyli odbijajac go wzgledem
plaszczyzny papieru, ale programy graficzne nie pozwalajg na wykonanie tej operacji zbyt
tatwo, a my jeste$my troche leniwi).

Niektérzy méwia o odbiciach lustrzanych i odwrotnosciach. Zaleta naszych oznaczen jest
to, ze trudniej jest pomyli¢ lustro z odwrotnoscig; ale w literaturze dominuje L™ jako symbol
lustra oraz — L jako symbol odwrotnosci splotu L; uzywaja ich na przyklad Burde, Zieschang,
Heusener [64, s. 16] czy Murasugi [328, s. 14, 24]. Lickorish [261, s. 4] uzywa r L dla odwrotnosci
oraz L dla lustra; zapewne kto$ gdzie$ uzywa jeszcze innych znaczkéw.

Zauwazmy, ze wziecie lustra i/lub rewersu wezla nie musi prowadzi¢ do nowych obiektéw.
Na przyklad tréjlistnik jest wlasnym rewersem: 31 = r 31, ale nie lustrem.
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Dlatego wyrdézniamy pieé typéw symetrii splotow:

Definicja 2.1.3 — sploty zwierciadlane, odwracalne, chiralne. Niech L bedzie splotem.
Wrtedy L jest rOwnowazny ze swoim rewersem, lustrem, rewersem lustra, wszystkimi albo
zadnym z trzech wymienionych splotéw; splot L nazywamy odpowiednio:

« odwracalnym (L = rL),
« dodatnio zwierciadlanym (L = mL),

. ujemnie zwierciadlanym (L = mrL),

calkowicie zwierciadlanym (mL = L = rL),

calkowicie chiralnym (mL # L # rL).

Wezly catkowicie chiralne nazywa si¢ czasem skretnymi.
B Przyktad 2.1.4 Wezel 93, jest catkowicie skretny. n
B Przyktad 2.1.5 Trojlistnik jest odwracalny, ale nie zwierciadlany. n

Przypuszczal to juz Listing [271] w 1847 roku, ale pierwszy dowdd podat duzo péZniej, bo
w 1914 roku Dehn [109]. Oto, jak tego dokonat.

Niedowéd. Iloraz grafu Cayleya dla grupy podstawowej tréjlistnika, G = 71 (S® — K), zanurza
sie w produkt H? x R, co pozwala wyznaczyé grupe zewnetrznych automorfizméw grupy
G, Z./27.. Korzystajac z potudnikéw i réwnoleznikéw pokazal nastepnie, ze nietrywialny
automorfizm zewnetrzny odwraca orientacje przestrzeni otaczajace;. |

My przekonamy sie o tym po wyznaczeniu wielomianu Jonesa tréjlistnika (wniosek 5.2.17).
Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 79] wyprowadzajg ten sam wynik z wlasnosci weziéw
rozwidknionych.

B Przyktad 2.1.6 Wezel 817 jest zwierciadlany ujemnie, ale nie odwracalny. (]

Nieodwracalno$ci 817 dowiedli niezaleznie okolo 1979 roku Kawauchi [217] oraz Bonahon,
Siebenmann [45].

Szeéédziesiat lat temu matematycy nie byli pewni, czy wezly nieodwracalne w ogdle
istniejg [140, problem 10]; obecnie wiadomo, ze nieodwracalne sa prawie wszystkie wezly
(Murasugi [328, s. 46]). W roku 1962 Ralph Fox wskazat kilku kandydatéw do tego tytutu. Hale
Trotter odkryl rok pézniej nieskoriczona rodzine nieodwracalnych precli, patrz 7.3.9.

B Przyktad 2.1.7 Wezel 12a427 jest zwierciadlany dodatnio, ale nie odwracalny. [
Zaden inny wezel pierwszy o mniej niz 13 skrzyzowaniach nie ma tej cechy.
B Przyktad 2.1.8 Osemka 4; jest catkowicie zwierciadlana. n

To najprostszy typ symetrii, wystarczy jawnie wskazaé przeksztalcenie miedzy diagramem
wezla, jego lustra oraz odwrotnosci.

Tait odnosit wrazenie, ze zwierciadlane wezly maja parzysty indeks skrzyzowan, ale Hoste,
Thistlethwaite znalezli w 1998 kontrprzyktad o pietnastu skrzyzowaniach, 157¢¢. (Czwarta)
hipoteza Taita jest prawdziwa dla wezléw pierwszych, alternujacych.
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Ponizsza tabela oparta jest (kolejno) o ciagi 51766, 51769, 51768, 51767, 52400, z bazy danych
,The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences” (OEIS).

skrzyzowania 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14

odwracalne 1 o 2 2 7 16 47 125 365 1015 3069 8813
+ zwierciadlane O 0 0o 0 0o 0 o o 0 1 0 6

Tabela 2.1: Liczba wezléw pierwszych o poszczegdlnych typach symetrii

Definicja 2.1.9 Niech K C S® bedzie weztem. Jesli istnieje inwolucja pary (53, K), ktéra
zachowuje orientacje sfery, ale odwraca orientacje wezla, to wezel K nazywamy silnie
odwracalnym.

To jest definicja 10.3.2 z monografii Kawauchiego [219].

I Fakt 2.1.10 Jesli wezel jest silnie odwracalny, to jest tez odwracalny.

Hipoteze, ze kazdy odwracalny wezet jest tez silnie odwracalny, postawil Montesinos [226,
problem 1.6], on tez zdefiniowat klase silnie odwracalnych weziéw [302]. Jednakze...

I Fakt 2.1.11 Istnieja odwracalne wezly, ktére nie s3 silnie odwracalne.

Dowdd. Stosowne przyktady podali niezaleznie od siebie Hartley [178, s. 183] oraz Whitten
[467] (wezel K jest silnie odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego dubel jest silnie
nieodwracalny, wynika stad, Zze pewien dubel 817 nie jest silnie odwracalny; jednoczesnie
Schubert [400, s. 235] pokazal, ze duble s3 odwracalne). |

Ale hiperboliczny wezel odwracalny jest silnie odwracalny, wspomina o tym bez dowodu

Kawauchi.

I Fakt 2.1.12 Kazdy wielomian Alexandera jest realizowany przez pewien silnie odwracalny
wezel.

Niedowdd. Sakai [392] dla kazdego cyklicznego modulu Alexandera M skonstruowat silnie
odwracalny wezel K, ktorego modulem Alexandera jest wlasnie M. |

2.2 Wezty okresowe

.....

Definicja 2.2.1 Wezel K nazywamy n-okresowym, jesli istnieje obrét f: R* — R® o kat
27 /n wokét pewnej prostej [, roziacznej z weztem K, taki ze f(K) = K.
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Zamiast obrotéw mozna rozpatrywaé dowolne odwzorowania okresowe f: S® — S,
ktorych zbiér punktéw statych jest roztaczny z wezlem K, homeomorficzny z S* oraz ktére
trzymaja wezel K w miejscu, ale dostaje sie wtedy dokladnie takg samg klase weztéw. Czemu?
Wynika to z hipotezy Smitha, otrzymanej z polaczenia glebokich teorii dotyczgcych geometrii
i topologii 3-rozmaitosci. Kawauchi [219, s. 125] odsyta tu do ksigzki Morgana, Bassa [304],
gdzie znajdziemy problem, jego historie i rozwigzanie.

Fakt 2.2.2 Zbiér wszystkich okreséw jest niezmiennikiem wezléw.

Nieodwracalny wezel 817 nie posiada zadnych okreséw. Wezel 5, jest 5-okresowy, co
widad na standardowym diagramie, oraz 2-okresowy, te drugg symetrie mozna dostrzec na
diagramie realizujacym liczbe mostows. Tréjlistnik ma dokladnie dwa okresy, 2 i 3. Ogdlniej,
jak glosi Kawauchi [219, ¢wiczenie 10.1.9]:

Fakt 2.2.3 Jedynymi okresami wezla (p, ¢)-torusowego sg dzielniki liczb p oraz q.

Murasugi podal dwa warunki, ktére musi spetniaé¢ wezet o okresie n = p", gdzie p jest
liczbg pierwsza. Do ich zrozumienia potrzebujemy dwéch definicji.

Definicja 2.2.4 Niech f bedzie obrotem z definicji 2.2.1, zaé p: R® — R?*/f ~ R?
rzutem na przestrzen ilorazowy. Wtedy p( K ) nazywamy wezlem ilorazowym, za$ K to jego
n-krotne nakrycie.

Eadny rysunek wezla ilorazowego znalezlismy u Kawauchiego [219, s. 122].

Definicja 2.2.5 Niech [, K beda zorientowanymi prostg oraz wezlem, ktére nie sg do
siebie styczne. Wtedy réznice miedzy liczbg skrzyzowar dodatnich oraz ujemnych wzdtuz
pélprostej (bez znaku) nazywamy indeksem zaczepienia A wezla p(K).

Fakt 2.2.6 — warunek Murasugiego. Niech K bedzie wezlem o okresie n = p”, gdziep
jest liczbg pierwsza. Niech J bedzie jego wezlem ilorazowym, z indeksem zaczepienia
A. Wtedy wielomian A ; jest dzielnikiem wielomianu A i oraz istnieje pewna catkowita
liczba k, taka ze

n—1
Ag(t) =+t A ()" (1+t+t2 +...+t*‘1) mod p. @.1)

Podobny warunek dla innych wielomianéw opisuje Przytycki [367, s. 168].

Niedowéd. Murasugi [323] kaze rachowaé mozolnie na macierzach, ktérych wyznacznikiem
jest wielomian Alexandera. Kawauchi [219, s. 122-124] przedstawia inny dowéd: rozpatruje
najpierw szczegdllny przypadek wezla torusowego Ty, 4, ktdrego weztem ilorazowym jest
niewezel. W ogélnym przypadku, korzysta z relacji ktebiastej dla wielomianu Conwaya. Detale
oraz odsylacze do dalszych prac znalezé mozna w jego przegladowej publikacji. |

Z prac Borodzika (m.in. [48] napisanej z Grabowskim, Krélem i Marchwicka) dowiedzieli-
$my sie, ze podany wyzej warunek Murasugiego jest tylko jednym z wielu ograniczen, jakie
musi spelnia¢ wezel okresowy. Autorzy wymieniaja:

« warunek Murasugiego udoskonalony przez Davisa, Livingstona [108],
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kryterium Naika z homologiami rozgalezionego nakrycia [330],

kryterium Traczyka z wielomianem Jonesa [441],

kryterium Przytyckiego z wielomianem HOMFLY-PT [366],

kryterium Naika z niezmiennikiem Cassona-Gordona,

kryterium Hillmana, Livingstona, Naika ze skreconym wielomianem Alexandera [186],
kryterium Jabuki, Naika z homologig Floera [197],

kryteria Borodzika, Politarczyka z homologig Chowanowa, [360], [50],

kryterium Chena z grupa podstawowa, [78].

Suma niespdjna i suma spéjna

Definicja 2.3.1 — suma niespéjna. Niech L; oraz L beda splotami, ktére leza po réznych
stronach ustalonej plaszczyzny w przestrzeni R3. Teoriomnogosciowa sume Lq LI Lo
nazywamy sumg niesp6jna splotéw L1 i Ls.

Definicja 2.3.2 — suma spéjna. Niech K1, K3 beda zorientowanymi wezlami. Natnijmy
kazdy z nich w dwéch punktach tego samego krétkiego tuku, a nastepnie zszyjmy dwoma
tukami, kedre nie przecinajg juz istniejacych, jak na obrazku. Otrzymany wezet nazywamy
suma spdjna wezldw K oraz K> i oznaczamy przez K # Ko.

Sume sp6jng wprowadzit Schubert [399], jak wspominajg Burde, Zieschang, Heusener
[64,s. 21].

B Przyktad 2.3.3 Suma spdjna 1017 # 944:

A )

W topologii rozwaza sie podobng operacje: z kazdej n-rozmaito$ci wycina sie kule, po
czym skleja wzdluz brzegowej sfery w jedng rozmaito$é. Ale kiedy zajmujemy sie weztami,
nie interesuje nas struktura rozmaitoéci (gdyz kazdy wezel jest homeomorficzny z okregiem),
tylko zanurzenie w otaczajgcg przestrzen. Pojecie sumy spdjnej wezléw (oraz opisane pézniej
satelity) wprowadzil do matematyki Schubert [399].

Zadnego elementu definicji 2.3.2 nie mozna pominaé:

sktadniki K1, Ko muszq by¢ zorientowane. Wezel prosty, czyli suma dwéch przeciwnie
skreconych tréjlistnikéw, ma zerowa sygnature i jest plastrowy. Wezet babski, czyli
suma tak samo skreconych tréjlistnikéw ma niezerows sygnature. (To jedno z niewielu
miejsc, gdzie nomenklatura pochodzi od zeglarzy.) Uzasadnienie, ze te wezly s rézne,
nie jest fatwym zadaniem. Fox twierdzi, ze Seifert [405] wiedzial o tym. Pokazal tez
w kréciutkim artykule [135], ze ich dopelnienia nie s3 homeomorficzne.
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« skladniki K1, K2 muszq by¢ weztami, nie splotami. Nie istnieje kanoniczny wybor, ktére
ogniwa laczy¢ ze sobg.

- zszywajace tuki nie mogq przecinaé diagraméw. Cromwell [101, s. 90] pokazuje przyktad
dwoch nieweztéw, z ktérych otrzymano niepoprawnie dwie rézne sumy, 6, oraz 820.

Fakt 2.3.4 Suma spdjna wezléw jest dobrze okreslonym dzialaniem. Jest przemienna
oraz laczna; niewezel stanowi jej element neutralny.

Estetyczny rysunek uzasadniajacy teze znajdziemy u Burdego, Zieschanga [64, s. 98].

Dowéd. Niech dane beda wezly K1 oraz K> oraz dwa rézne tuki 1, 2, ktérych mozna uzyé
do konstrukeji sumy spdjnej. Skurczmy K tak, by byl bardzo maly, przeciagnijmy najpierw
przez tuk 1, a nastepnie wzdluz wezla K> do miejsca, gdzie zaczyna sie tuk v2. Na koniec
odwrdémy proces, z tukiem 2 w miejscu tuku 7, .

Prosty dowdd drugiego zdania pozostawiamy Czytelnikowi. [ ]

Algebra powiedziataby, ze wezly z sumg spdjng tworzg pélgrupe, podobnie jak liczby
naturalne z dziataniem dodawania. Do bycia grupa brakuje istnienia elementéw przeciwnych.
Znane s3 nam co najmniej trzy rézne sposoby na uzasadnienie tego faktu.

Najpierw wywnioskowali$my to z wlasnos$ci powierzchni Seiferta i ich genusu: faktéw
6.2.19 oraz 6.2.25. O tym samym dowodzie wspomina Kawauchi [219, s. 33], a fakt nazywa
twierdzeniem o nieanulowaniu. Potem poznali$my szwindel Mazura, technike dowodzenia
bardziej przystepna dla kogo$, kto nie zna topologii algebraicznej, ale niestety wykorzystujaca
wezly dziki. Dlugo mysleli$my, Ze inaczej sie nie da, ale elementarny dowdd istnieje! Trzeba
zajrze¢ do [215, s. 18-20] dla dwdch rysunkéw tamze.

Fakt 2.3.5 Niech K1, K> beda takimi wezlami, ze K # Ko = . Wtedy K1 = Ko = Q.

Niedowdd. Technika ta zwana jest szwindlem Mazura. Zalézmy, ze K # L = (i dopusémy
wyjatkowo wezly dzikie. Skonstruujmy sume K # L # K # . . ., przy czym kolejne skladniki
powinny zmniejszac sie, aby ich suma nadal byla wezlem. Wtedy

K~K#[(L#K)#(L#K)...]
~(K#L)#(K#L)#...~0Q#Q#...~Q.

Analogicznie pokazujemy, ze L ~ (). To jedyne miejsce w calej ksiazce, gdzie uzyte zostaja
(zostaly?) wezly dzikie. [ |

Dowéd. (Jak pan Kauffman [215, s. 18-20] napisal). Wyobrazmy sobie, ze wezet oraz torus
polykajaco-podazajacy T zostal zawieszony miedzy dwiema $cianami pokoju i zalézmy nie
wprost, ze suma K = K # K> jest trywialna. Wtedy pewien homeomorfizm pokoju, ktéry
nie rusza $cian, prostuje sume: zamienia pozornie zaplatany wezet K w odcinek L.

Niech 7 bedzie dowolna plaszczyznag zawierajaca wyprostowang sume K. Tnie czesé
wsp6lng torusa T oraz §cian w czterech punktach, oznaczmy je A, B (na lewej $cianie) oraz
C, D (na prawej). Zauwazmy, ze 7 tnie T’ w tukach, ktére wychodza z A, B, C, D oraz pewnych
zamknietych krzywych. Luk wychodzacy z punktu A nie moze aczy¢ go z punktami B lub D,
poniewaz te leza po drugiej stronie odcinka L na plaszczyznie .

Luk AC przedstawia niewezel. Jednoczesnie jest on obrazem pewnego tuku, ktéry taczyt
korice torusa T, zatem musi by¢ réwnowazny z wezlem-towarzyszem. |
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Pélgrupe wezléw z operacjg sumy spdjnej mozna uczynié grupg na dwa sposoby: albo
zmieniajac dzialanie, albo ostabiajgc réwnowaznos$é weztéw. Drugi pomyst jest lepszy niz
pierwszy. Na poczatku lat pieédziesiatych Milnor wprowadzit pojecie zgodnosci. Element
neutralny nowej grupy to wezly plastrowe, ich opis lezy w sekeji 7.8. Zgodno$¢ i plastrowe
wezly to zagadnienia zakorzenione w czterowymiarowej topologii.

Kawauchi [219, s. 50-53] opisuje 2n-sume Murasugiego tak, ze 2-suma to nasza suma
spdjna, zas 4-suma to ,,PLUMBING” (co$, czego nie znamy) i dodaje komentarz, ze jest bardzo
przydatna do badania powierzchni Seiferta czy genusu. Zostala wprowadzona dawno temu
w [319], by szacowacé stopiet wielomianu Alexandera alternujacych weztéw.

Innym uogélnieniem jest suma paskowa, patrz [219, s. 31-32, 43], specjalny przypadek
hiperbolicznej transformacji splotu oraz fuzji splotu.

Wezty pierwsze

Suma spéjna jest dla weztdéw tym, czym mnozenie dla liczb naturalnych. Analogia ta nabiera
sensu, gdy zdefiniujemy wezly pierwsze, odpowiedniki liczb pierwszych. Do ich dobrego
zrozumienia warto znaé powierzchnie Seiferta (ale przy pierwszym czytaniu nie trzeba).

Definicja 2.4.1 — wezet pierwszy. Niech K bedzie wezlem réznym od niewezta. Jesli
nie przedstawia sie jako suma spéjna K1 # K> dwoch nietrywialnych weztéw K1, Ko,
nazywamy go wezlem pierwszym. W przeciwnym razie méwimy, ze jest zlozony.

Pokazemy pdzniej, ze rozklad na wezly pierwsze istnieje i wspomnimy, dlaczego jest jedyny.
Fakt 6.2.25 stanowi odpowiednik zasadniczego twierdzenia arytmetyki (i jest od niego troche
trudniejszy w dowodzie). Kazdy wezel jest suma spdjna siebie oraz niewezla, dlatego bytoby
mito, gdyby niewezel nie dat sie zapisaé jako suma dwéch innych wezléw. Jest to doktadnie
wniosek 6.2.26: suma spdjna nie posiada elementéw odwrotnych.

Pewne kryteria pierwszosci konkretnych splotéw oparte o prace Nakanishiego na temat
supléw znalezé mozna u Kawauchiego [219, s. 38-41].

Przesmyk to waskie skrzyzowanie miedzy dwiema rozlacznymi cze$¢émi diagramu.

Fakt 2.4.2 Niech L bedzie alternujacym splotem bez przesmykéw. Jesli diagram splotu
L jest spdjny, to splot jest nierozszczepialny. Jesli splot nie jest rozszczepialny, to jest
tez pierwszy jesli dla kazdego okregu przecinajacego diagram w dwéch niepodwéjnych
punktach, przekréj wnetrza okregu z diagramem jest tukiem.

Innymi stowy, jesli alternujacy splot jest zlozony, widaé to bezposrednio na kazdym jego
alternujacym diagramie. Jako pierwszy pokazal to Menasco [294]. Jego dowdd opiera sie na
multiplikatywno$ci wielomianu BLM/Ho.

Czy wezléw pierwszych jest nieskoriczenie wiele? Tak, patrz fakt 6.2.30, potrafimy nawet
oszacowac liczbe K, weztéw pierwszych oraz L,, splotéw pierwszych. W roku 1987 Ernst,
Sumners [125] w oparciu o dowéd hipotez Taita pokazali, ze K, > %(2" — 1), przy czym
wezly lustrzane traktowane sg jako rézne. Dokladniej:

Fakt 2.4.3 Niech f(n) oznacza liczbe weztéw dwumostowych o indeksie skrzyzowanio-
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wym n. Wtedy
12" -1) dlan =2k >4
f(n) =< L(@2n=2 4 2n=1/2) dan=4k+1>5 2.2)
1n242007D/2 1 9) dan=4k+3>7

Welsh [464] rozpatruje wezly bez orientacji i znajduje ponizsze ograniczenia:

Fakt 2.4.4 Niech K, (odpowiednio: L,,) oznacza liczbe weztéw (splotéw) pierwszych o n
skrzyzowaniach. Wtedy

2
2.68 < liminf VK, <limsup VL, < ?7 2.3

n—o0 n—o00

Niedowdd. Dolne ograniczenie bierze sie ze zliczenia alternujacych splotéw Montesinosa.
Dowdd gérnego korzysta z teoriografowych wynikéw Tuttego oraz wzoru Stirlinga. |

Stojmenow [421] pokazal jaki$ czas pdzniej, jak poprawi¢ gérne ograniczenie do

V13681 + 91
limsup VL, < % ~ 10.398 2.4)
n—r oo

i wytlumaczyl, czemu jego metody z funkcjami tworzgcymi nie mozna uzy¢ do dalszych
poprawek. Dla splotéw dolna granica jest co najmniej 4 (w miejsce 2.68).
Pytanie, czy zwykle granice istnieja, pozostaje otwarte (stan na 2004?).
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3. Niezmienniki numeryczne

Wspomnieli§my na s. 25, ze pytanie, czy dwa dane diagramy splotéw przedstawiaja ten sam
czy rézne sploty, bywa trudne. Napomkneli$my tez, ze $wiadkiem réwnosci dwéch splotéw
jest ciag ruchéw Reidemeistera, natomiast niezmiennikéw uzywa sie do wykazania réznosci.
Czym jest niezmiennik? To pewna wielko$¢, ktéra nie ulega zmianie (w naszym przypadku:
podczas izotopii otaczajacej przestrzeni, w ktérej jest zanurzony splot). Jesli dany niezmiennik
przyjmuje rézne wartosci dla dwdch splotéw, to nie moga by¢ réwnowazne.

Jak pisze Przytycki w ,Dwustu latach teorii wezléw”, kiedy badamy nowy niezmiennik,
powinni$my zadaé sobie trzy pytania. Dobrze byloby o nich nie zapominaé. Oto pytania
Przytyckiego:

1. czy latwo wyznaczy¢ warto$¢ niezmiennika?
2. czy w zbiorze warto$ci niezmiennika fatwo odréznia sie elementy?

3. czy niezmiennik odréznia wiele splotéw?

Poznali$my dotychczas dwa niezmienniki: liczbe ogniw (ktéra latwo wyznaczy¢ i ktérej
wartosci — liczby naturalne - fatwo odrézniaé; ale nie odréznia wielu splotéw) oraz topologie
dopelnienia splotu (tym razem odréznia wszystkie wezly pierwsze, ale trudno wyznaczy¢
jej ,warto$¢”). Tutaj przedstawiamy kilka wiecej; przede wszystkim te, ktére nie wymagaja
mocnej znajomosci reszty ksigzki. Niektdre z nich sa miarg zlozonosci splotéw zgodnie
z nastepujgcym przepisem: niech f bedzie pewng funkcja okreslong dla dowolnego diagramu
splotu. Wtedy odwzorowanie

f(L) = min{f(D) : D jestdiagramem splotu L} (3.1

stanowi niezmiennik splotéw. Dowdd jest trywialny i pozostawiamy go jako ¢wiczenie dla
Czytelnika. Im wieksza wartos¢ funkeji f, tym bardziej skomplikowany splot.

Pézniej poznamy inne niezmienniki, oprécz opisanych ponizej miarg ztozonosci jest tez
liczba warkoczowa (definicja 7.1.11), ale nie wyznacznik (definicja 4.3.2) czy sygnatura (definicja
6.2.44). Przekonamy sie tez, ze istnieja uzyteczne niezmienniki, ktére s3 wielomianami albo
innymi obiektami algebraicznymi.
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Indeks skrzyzowaniowy

Opisujac notacje Alexandera-Briggsa w podsekcji 1.2.3 wspomnieli$my juz raz o indeksie
skrzyzowaniowym.

Definicja 3.1.1 Niech L bedzie splotem. Minimalna liczbe skrzyzowan, jakie muszg si¢
pojawi¢ na diagramie przedstawiajacym splot L nazywamy indeksem skrzyzowaniowym
i oznaczamy krétko cr L.

Pytanie, czy indeks skrzyzowaniowy jest addytywny, to jeden z najstarszych probleméw
teorii weztéw.

Hipoteza 3.1.2. Niech K1 oraz Ko bgdg weztami. Weedy cr K1 + cr Ko = cr( K7 # Ko).

Oto czesciowe odpowiedzi. Jesli K1, K sg alternujacymi weztami o odpowiednio ¢, 2
skrzyzowaniach, to istnieje alternujacy diagram ich sumy K # K2 o ¢1 + c2 skrzyzowaniach.
Kauffman [212, twierdzenie 2.10], Murasugi [325, wniosek 6] oraz Thistlethwaite [432, wniosek
1] pokazali niezaleznie, ze diagram ten jest minimalny.

Thistlethwaite rozszerzyt wynik do tak zwanych wezléw adekwatnych: sam [433] albo
razem z Lickorishem [266] (tak przynajmniej sugeruje Malutin [284, s. 3], nie widzimy tego).
Majac diagram wezla K, mozna wygladzi¢ wszystkie skrzyzowania dodatnio i dostaé splot
zlozony z roztacznych okregdéw. Jezeli zmiana dowolnego wygtadzenia na ujemne sprawia, ze
liczba ogniw splotu zmniejsza sie, diagram nazywamy dodatnio adekwatnym. Wezet dodatnio
adekwatny to taki, ktdry posiada jaki$ dodatnio adekwatny diagram. Analogicznie definiuje
sie ujemng adekwatno$é. Wezel, ktéry jest dodatnio oraz ujemnie adekwatny, nazywamy
krétko adekwatnym.

Na poczatku XXI wieku Diao [114] oraz Gruber [174] niezaleznie udowodnili hipoteze
3.1.2 dla pewnej szerokiej klasy weztdéw, obejmujacej wszystkie wezly torusowe, wiele weztéw
alternujacych oraz jeszcze inne obiekty, ktorych nie chcemy opisywac.

Lackenby [250] pokazal, ze dla pewnej stalej NV < 152 zachodzi

1 n " n
~ Z;chi <ecr (iil Ki) < Z;chi. (3.2)

(Tylko pierwsza nier6wnos$¢ jest ciekawa). Jego argumentu wykorzystujacego powierzchnie
normalne nie mozna poprawic tak, by otrzymac¢ stala N = 1. Jednocze$nie od 2009 roku nie
widaé postepu nad hipotezg.

Liczba gordyjska

Definicja 3.2.1 Niech L bedzie splotem. Minimalng liczbe skrzyzowan, ktére trzeba
odwrdcié¢ na pewnym jego diagramie, by dostaé niewezel, nazywamy liczbg gordyjska
1oznaczamyu L.

Zgodnie z ,klasyczng” definicja, miedzy odwracaniem kolejnych skrzyzowan mamy prawo
wykonacé izotopie otaczajace; natomiast zgodnie ze ,standardows’ definicja, takie izotopie sa
zabronione. Obie definicje s3 réwnowazne: ttumaczy to ksigzka Adamsa [2, s. 58]. (Ksigzka
nie tlumaczy, czemu te dwie definicje zostaly okreslone akurat takimi przymiotnikami.)

Lemat 3.2.2. W dowolnym rzucie splotu mozna odwrici pewne skrzyzowania tak, by uzyskaé diagram
niesplotu.
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(To jest [64, cwiczenie E 1.6, 5. 15].)

Dowdd. Bez straty ogblnoéci zatézmy, ze diagram przedstawia wezel. Ustalmy zatem diagram
wezla i wybierzmy jaki$ poczatkowy punkt na nim, rézny od skrzyzowania wraz z kierunkiem,
wzdluz ktérego bedziemy przemierzaé wezel. Za kazdym razem, kiedy odwiedzamy nowe
skrzyzowanie, zmieniamy je w razie potrzeby na takie, przez ktére przemieszczamy sie wzdluz
gbrnego tuku. Skrzyzowan juz odwiedzonych nie zmieniamy wcale.

Teraz wyobrazmy sobie nasz nowy wezet w tréjwymiarowe;j przestrzeni R3, przy czym o$
z skierowana jest z plaszczyzny, w ktérej lezy diagram, w naszg strone. Umie$émy poczatkowy
punkt tak, by jego trzecig wspdtrzedna byta z = 1.

Przemierzajac wezel, zmniejszamy stopniowo te wspdlrzedna, az osiggniemy wartos¢ 0
tuz przed punktem, z ktérego wyruszylismy. Potagczmy obydwa punkty (poczatkowy oraz ten,
w ktérym osiagamy wspdirzedna z = 0) pionowym odcinkiem. Zauwazmy, ze kiedy patrzymy
na wezet w kierunku osi z, nie widzimy zadnych skrzyzowar.

Oznacza to, ze nasza procedura przeksztalcila poczatkowy diagram w diagram niewezla,
co nalezato okazacé. |

Nakanishi [333] znalazt 2-gordyjski diagram 1-gordyjskiego wezla 62, a po trzynastu latach
udowodnil, ze kazdy nietrywialny wezel ma diagram, ktdry nie jest 1-gordyjski [334]. Jego
wyniki uogélnia praca Taniyamy [431]: dla kazdego nietrywialnego splotu istnieje diagram
wymagajacy odwrécenia dowolnie wielu skrzyzowan.

Fakt 3.2.3 Niech L bedzie nietrywialnym splotem. Dla kazdej liczby naturalnej n € N
istnieje diagram D splotu L taki, zeu D > n.

Pokazany jest tam jeszcze jeden godny uwagi fakt. Jesli odwrécenie pewnych skrzyzowan
daje niewezel, to odwrdcenie pozostalych takze. Zatem dla splotéw L o n skrzyzowaniach
mamy 2 cr L < n. Nie jest to zbyt pomocne, daje rozstrzygniecie pie¢ razy dla pierwszych
wezléw do 12 skrzyzowan: 31, 51, 71, 91, 11aser. Ale...

Fakt 3.2.4 Jesli liczba gordyjska diagramu D wezla K wynosi 5 (cr D — 1), to wezel jest
(2, p)-torusowy albo wyglada jak diagram niewezta po pierwszym ruchu Reidemeistera.

W powyzszym stwierdzeniu nie mozna zastapic stowa ,wezel” przez ,splot”.

Sploty 1-gordyjskie

Sploty o liczbie gordyjskiej 1 zastuguja na szczegélna uwage.

Fakt 3.2.5 Niech L bedzie wymiernym splotem I-gordyjskim. Wtedy na minimalnym
diagramie L jedno ze skrzyzowan jest rozwiazujace.

Niedowéd. Kanenobu, Murakami dla weziéw [208], po chwili Kohn dla splotéw [235]. [ |

Fakt 3.2.6 Wezly 1-gordyjskie sg pierwsze.

Podejrzewat to Hilmar Wendt w 1937 roku, kiedy policzyt liczbe gordyjska wezta babskiego
uzywajac homologii rozgalezionego nakrycia cyklicznego [465].
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Niedowdd. W pracy [394] z 1985 roku Scharlemann podat do$é zawite uzasadnienie, w ktére
zamieszane byly grafy planarne. Obecnie znamy prostsze dowody: najpierw Zhang [474]
zauwazyl, Ze wynika to z prac Lickorisha [260], Gordona, Lueckego [169], Kima, Tollefsona
[223]. Potem Lackenby napisat [249]: stamtad wiemy, ze Scharlemann powt6rzyt dowédd, tym
razem wykorzystujac rozmaito$ci szwowe. |

Scharlemann pokazat w [395, wniosek 1.6], ze liczba gordyjska jest podaddytywna, to
znaczy zachodzi u(K, # K2) < u(K1) + u(K>). Stad oraz z faktu 3.2.6 wynika, ze suma
dwdch 1-gordyjskich wezléw jest 2-gordyjska, ale od poczatku teorii weztéw podejrzewano
duzo wiecej, ze liczba gordyjska jest addytywna:

Hipoteza 3.2.7. Niech K1, K2 bedg weztami. Wredy u(K1 # K2) = u(K1) + u(K2).

Niech K bedzie I-gordyjskim weztem o genusie 1. Wtedy K jest dublem pewnego wezta
(Scharlemann, Thompson [396], Kobayashi [232]). Duzo p6zniej Coward, Lackenby dowiedli
w [98], Ze z dokladnoscig do pewnej relacji réwnowaznosci, tylko jedna zmiana skrzyzowania
rozwiazuje wezel K; chyba ze ten jest 6semkg — wtedy takie zmiany sg dwie.

Znane wartosci

Cha, Livingston [77] podaja, Ze znamy liczby gordyjskie wszystkich weziéw pierwszych do
dziesieciu skrzyzowan poza dziewiecioma wyjatkami: 1011, 1047, 1051, 1054, 1061, 1076,
1077, 1079, 10100 (gdzie nie mamy pewnosci, czy u = 2, czy u = 3). Kto pierwszy znalazt
liczbe gordyjska ktérego wezta postaralismy sie bezblednie przepisaé z bazy danych KnotInfo'.
Wedlug KnotInfo oprécz weziéw torusowych, tych wymienionych ponizej oraz 1-gordyjskich,
do 10 skrzyzowar mamy jeszcze 2 wezly o siedmiu skrzyzowaniach, 3 0 o$miu, 15 o dziewieciu
168 o dziesieciu, ktérych liczba gordyjska zdaje sie naleze¢ do folkloru matematycznego.

rok | wezly i odkrywcy ich liczb gordyjskich

84,86, 88,812, 95,98, 915, 917, 931 (Kanenobu, Murakami [208])

105 (Adams [2, s. 62]?)

1067 (Traczyk [443])

10139, 10145, 10152, 10154, 10161 (Gibson, Ishikawa [156])

929, 1079, 1081, 1087, 1090, 1093, 1094, 1096, 10148, 10151, 10153 (Gordon, Luecke [171]), 810,
1048, 1052, 1054, 1057, 1058, 1064, 1068, 1070, 1077, 10110, 10112, 10116, 10117, 10125,
10126, 10130, 10135, 10138, 10158, 10162 (Ozsvath, Szabé [351]), 10g3 (Nakanishi [335])

Dolne ograniczenia liczby gordyjskiej

Dokfadna warto$¢ liczby gordyjskiej jest znana tylko dla niekt6rych klas weziéw, na przykiad
torusowych (fakt 7.5.12) albo skreconych.

'Patrz https://knotinfo.math.indiana.edu/descriptions/unknotting_number.html
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Borodzik oraz Friedl podali niedawno catkiem mocne ograniczenia na liczbe gordyjska
w pracach [46] i [47]. Ich narzedziem jest parowanie Blanchfielda. Poprawiajg tam starsze
estymaty wynikajace z sygnatury Levine'a-Tristrama, indeksu Nakanishiego oraz przeszkody
Lickorisha. Wérdd pierwszych wezléw o co najwyzej 12 skrzyzowaniach dwadziescia pie¢ ma
liczbe gordyjska réwna co najmniej trzy, trudno bylo uzasadnié to innymi metodami.

Przyktad Nakanishiego-Bleilera. Hipoteza Bernharda-Jablana

Najpierw Nakanishi [333], a potem Bleiler [37] odkryli fascynujacy przyklad wymiernego
wezta 10s, ktéry jest 2-gordyjski, ale §wiadkiem tego nie moze by¢ Zaden diagram minimalny,
poniewaz, co jeszcze bardziej fascynujgce, wezet ten posiada tylko jeden diagram o dziesieciu
skrzyzowaniach oraz liczbie gordyjskiej 3. Wynika stad, ze liczba u nie musi by¢ osiagana
przez diagram minimalny, wbrew powszechnym jeszcze w latach 70 przypuszczeniom. Praca
[28] zawiera indukcyjny dowdd faktu, ze Zaden minimalny diagram wezla oznaczanego w
notacji Conwaya przez C'(2m + 1,1, 2m) nie daje si¢ rozwigzaé w m ruchach, ale pewne
nieminimalne diagramy daja sie. Przypadek m = 2 odpowiada weztowi 10s.

Przyktad Bleilera pokazuje, ze do szukania liczby gordyjskiej potrzeba wyrafinowanego
algorytmu. Poniewaz odwrdcenie jednego ze skrzyzowar na minimalnym diagramie wezta
10g daje 1-gordyjski wezet 41, 51, 61 lub 62, mozemy liczy¢, ze kazdy diagram minimalny ma
skrzyzowanie, ktérego odwrdcenie zmniejsza liczbe gordyjska. Dlatego w latach 90. Bernhard
[28] i Jablan [194] postawili hipoteze:

Hipoteza 3.2.8 (Bernharda-Jablana). Niech K bedzie weztem z diagramem D, ktory realizuje liczbe
gordyjskqu K. Istnieje wtedy skrzyzowanie, ktérego odwrécenie daje nowy diagram D’ nowego wezla
K' o mniejszej liczbie gordyjskiej: 1 +u D’ = u D.

Przypuszczenie to sprawdzono dla wezléw do jedenastu skrzyzowan oraz splotéw o dwéch
ogniwach do dziewieciu skrzyzowar (Kohn w [236]?). Gdyby hipoteza 3.2.8 byla prawdziwa dla
wszystkich weztéw, mieliby$émy prosty sposéb na wyznaczenie liczby u K : wezmy skoriczenie
wiele diagraméw minimalnych dla wezla K, na kazdym z nich odwracajmy skrzyzowania
i rekursywnie szukajmy liczb gordyjskich prostszych wezléw. Najmniejsza sposréd nich rézni
sie wtedy o jeden od liczby u K.

Brittenham, Hermiller w artykule [53] twierdzg, ze hipoteza jest falszywa. Kontrprzyktad
zostal znaleziony komputerowo, z pomocg programu SnapPy.

B Przyktad 3.2.9 — Brittenham, Hermiller. Hipoteza Bernharda-Jablana jest falszywa dla co
najmniej jednego sposréd czterech weztéw: 12n28s, 121491, 121501, 13n3/370. L]

Bleiler [37] postawit problem: czy jeden wezel moze mie¢ kilka diagraméw minimalnych,
z ktdrych tylko niektére sg §wiadkiem 1-gordyjskoéci? Rozwigzanie przyszlo z Japonii: wedtug
Kanenobu, Murakamiego [208] dzieje sie tak m.in. dla wezla 8,4. Stojmenow w pracy [417]
pelnej réznych przyktadéw wskazat dodatkowo wezly 143¢/750 oraz 1436/760-

Liczba gordyjska jako metryka
Majac dane dwa wezly Ko, K1, rozpatrzmy wszystkie homotopie
f:00,1] x S" = R® (3.3)

takie, ze wszystkie funkcje f; s3 zanurzeniami z co najwyzej jednym punktem podwéjnym.
Zazadajmy dodatkowo, by styczne do krétkich tukéw, ktére przecinajg sie w tym punkcie,
byly od siebie rézne. Odlegloscia gordyjska miedzy weztami Ko, K jest minimalna liczba
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podwdjnych punktéw, jakie posiada homotopia f. Twierdzenie C z pracy Gambaudo, Ghysa
[151] glosi, ze przestrzen wszystkich weztéw wyposazona w taka metryke zawiera prawie
idealng kopie przestrzeni euklidesowej dowolnego wymiaru. Dokiadniej:

Fakt 3.2.10 Dlakazdej liczby catkowitej n > 1 istnieje funkcja & : Z" — K, dodatnie
stale A, B, C'inorma || - || na przestrzeni R™ takie, ze spetniona jest podwéjna nieréwnosé

Allz —yll = B < d(§(2),£(y)) < Cllz —yl|. (3.4)

To nie jest koronne twierdzenie tamze, tylko efekt uboczny pracy nad gtéwnym wynikiem:
autorzy definiujg w-sygnature domkniecia warkocza, a ze sklejenie dwéch 4-rozmaitosci
z naroznikami nie odpowiada dodaniu ich sygnatur, to ich funkcja nie jest homomorfizmem.
Wspomniany jest wzér Novikowa-Walla, ktéry wyraza réznice pewnych defektdéw jako indeks
Mastowa i (to jest gtéwne twierdzenie) réznica ta pokrywa sie z kocyklem Meyera reprezentacji
Burau-Squiera, cokolwiek to znaczy. Pojawia sie réwniez jakas funkcja Rademachera.

Grupy warkoczowe poznamy w sekcji 7.1.

Inne operacje rozwigzujace wezty

Shimizu w pracy [408] rozpatruje rézne operacje, ktére rozwiazuja wezly lub sploty. Nie
bedziemy sie nimi zajmowac, podamy tylko przyktad: zamiana pod- i nadskrzyzowan wokét
obszaru na diagramie rozwigzuje wezly, ale nie sploty; kontrprzykladem jest splot Hopfa.
(Ciag dalszy tamtej pracy razem z Oshikirim, Tamura [347]). Patrz tez, co pisze Kawauchi w
[219, s. 141-154].

Mieli$my tez:

Hipoteza3.2.11. Dowolny splot mozna rozwigzac wykonujgc cigg 3-ruchow (zastepujgc dwierownolegte
nici przez trzy pétskrety lub odwrotnie).

Ze zbioru probleméw Kirby’ego [226] wiemy, ze Nakanishi zastanawiat sie nad tym w 1981
roku. Przytycki [367, s. 199] wspomnial, ze ,moze wydawac sie dziwne, Ze tak elementarny
problem (...) jest otwartym”. Nie to samo, ale podobne pytanie zadal wcze$niej Montesinos w
zwigzku z nakryciami i dlatego Kirby nazwal problem hipoteza Nakanishiego-Montesinosa.
Conway zauwazyl, ze hipoteza jest prawdziwa dla weziéw algebraicznych. Coxeter rozprawit
sie z nig dla prawie wszystkich splotéw o indeksie warkoczowym mniejszym niz 6 oraz indeksie
mostowym mniejszym niz 4. Nakanishi w 1994 pokazat splot zbudowany z piericieni Borome-
uszy wobec ktérego podejrzewal, ze jest kontrprzyktadem. Zeby zdobyé wiecej informacji o
postepie prac nad hipotezg, musieli$my siegnaé po artykul Przytyckiego, Dgbkowskiego [122].
Chen w 1999 zasugerowal inny kontrprzyktad, domkniecie 5-warkocza (1020304)'°. Artykut
[122] dowodzi, ze te dwa sploty istotnie obalajg hipoteze. Uzywa sie w nim nieprzemiennej
wersji n-kolorowan Foxa, tak zwanej n-tej grupy Burnside’a splotu.

Nakanishi w 1979, a wiec zanim oglosil powyzsza hipoteze, mial wrazenie, ze 4-ruchy
rozwiazujg wszystkie sploty. Najpierw sprawdzono, ze jest prawdziwa dla wszystkich dwu-
i trzymostowych wezléw, a takze wezléw do 12 skrzyzowan, ale potem Askitas oglosit, ze
pewien wezel o 16 skrzyzowaniach obala jg. PéZniej pojawili sie inni podejrzani, ale nie wiemy,
czy naprawde sg kontrprzyktadami.

Liczba mostowa

Wprowadzona w 1954 przez Schuberta [401].
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Definicja 3.3.1 Niech L bedzie splotem. Minimalng liczbe mostéw, czyli dtugich tukéw,
ktére biegng tylko przez nadskrzyzowania, jakie muszg sie pojawié na diagramie, ktdry
przedstawia splot L nazywamy liczbg mostowg i oznaczamy krétko br L.

W 2012 roku Musick [329] znalazt liczbe mostowa weztéw pierwszych o 11 skrzyzowaniach:
wezly, ktére nie s3 ani wymierne, ani Montesinosa, s3 trzymostowe. Po o§miu latach pchnieto
granice wiedzy do 12 skrzyzowan, dokonat tego miedzynarodowy zesp6t: Blair, Kjuczukowa,
Velazquez, Villanueva [36].

Jedynym wezlem jednomostowym jest niewezet. Kolejne w hierarchii skomplikowania,
czyli dwumostowe, to domkniecia wymiernych suptéw (piszemy o nich w podsekcji 7.2.1).
Fukuhama, Ozawa, Teragaito [147] pokazali, ze trzymostowe wezly genusu jeden sg preclami.
Hilden, Montesinos, Tejada, Toro [184] klasyfikujg wszystkie trzymostowe wezly przy uzyciu
tak zwanej reprezentacji motylkowej, podobnej do wyniku Schuberta z sekcji 7.2.1.

Fakt 3.3.2 Wezly n-mostowe rozkiadaja sie na sume dwéch wymiernych n-suptéw.

Co ciekawe, powyzsze stwierdzenie nie pada nigdzie poza stronag BRIDGE NUMBER na
angielskiej Wikipedii; moze by¢ trywialne w dowodzie albo wrecz falszywe.

Fakt 3.3.3 Niech K1, K beda weztami. Wtedy br(K) + br(K2) = br(K1#K>) + 1.

Niedowdd. Schubert [401, s. 279] pokazat to blisko pét wieku temu. Nowszy dowéd pochodzi
od Schultens [404], skorzystala z foliacji na brzegu wezta towarzyszacego satelitarnemu. Ale
dokladniejszy opis powyzszych prac wykraczalby poza zakres tego opracowania, wiec zostanie
pominiety. |

Murasugi wspomina w rozdziale 4.3 podrecznika [328] nastepujaca hipoteze, nie podaje
jednak wcale, skad sie wzieta:

Hipoteza 3.3.4 (mostowo-skrzyzowaniowa). Niech K bedzie wezlem. Wtedy cr K > 3br K — 3,
przy czym rownosé zachodzi dokladnie dla niewezta, trojlistnika i sumy spéjnej tréjlistnikow.

Nalezy wiec uzupelnié brakujace informacje. Murasugi [326] przypuszcza, ze dla splotéw
o pogniwach zachodzinieréwnosé cr L+pu—1 > 3 br L—3, przedstawia jednocze$nie dowdd
jej szczegblnego przypadku, dla alternujacych splotéw algebraicznych. Hipoteza Murasugiego
stanowi uogdlnienie duzo starszego problemu pochodzacego od Foxa [134], ktéry zapytal, czy
nieréwno$é jest prawdziwa dla weztéw, gdy pn = 1.

Fakt 3.3.5 Nie istnieje bezposredni zwiazek miedzy liczba mostowa oraz gordyjska.
Wiemy o tym z ksigzki Livingstona [274, s. 146].

Dowdd. Niech K, bedzie weztem (2, 2n 4 1)-torusowym. Wtedy K, jest dwumostowy i jego
liczba gordyjska wynosi n, to jest dokladnie tre$é¢ hipotezy Milnora (patrz fakt 7.5.12).
Livingston pisze, ze Schubert [401, s. 281] udowodnil nastepujacy wynik. Jesli wezet K’
jest dublem wezla K, tobr K’ = 2br K chyba, ze K jest nieweztem (Livingston méwi tylko,
ze jest jakis wyjatek i kaze go znalez¢). Zatem wielokrotne dublowanie prowadzi do wezléw
o dowolnie duzej liczbie mostowej. Duble s3 1-gordyjskie: rysunek 7.12 w ksigzce Livingstona
[274, s. 146] $wietnie to pokazuje. [ |
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Spin
Niektérzy, na przykiad Przytycki, uzywaja okreslenia ,liczba Taita”, ale nam si¢ ono nie podoba,
wiec proponujemy nasze, lepsze.
Definicja 3.3.6 — spin. Niech D bedzie diagramem zorientowanego splotu L. Wtedy
sume wszystkich znakéw skrzyzowan diagramu:

wrD = Z signc, (3.5

nazywamy jego spinem (diagramu, nie splotu!).

Co wazne, spin nie jest niezmiennikiem splotéw ani weziéw. Para Perko przedstawia ten
sam wezel z minimalng liczbg skrzyzowan i spinem réwnym siedem lub dziewie¢. Dzieki temu
przez wiele lat nie zostala dostrzezona. Spin jest za to niezmiennikiem weziéw alternujacych,
méwi o tym druga hipoteza Taita.

Lemat 3.3.7. Spin nie zalezy od orientacji diagramu. Tylko I ruch Reidemeistera zmienia spin:

wr wr — 1. (3.6)

/

Pozostate ruchy nie majg na niego wplywu.

Indeks zaczepienia

Okoto 1833 roku Gaufd wyrazit indeks zaczepienia dwdch weztéw jako pewna (nieciekawa dla
nas) catke, co czyni go najstarszym niezmiennikiem splotéw. Po przeczytaniu [92] wydaje
nam sie, ze osiagnal to korzystajac z praw fizyki: prawa Ampeére’a i Biota-Savarta. My zyjemy
w XXI wieku, wystarczy nam diagramatyczna definicja, jak pan Brunn obmyslit w 1892 roku:
(Ale patrz tez: [219, 5. 11].)

Definicja 3.4.1 — znak. Liczbe £1 przypisana do skrzyzowania zgodnie z reguly:

nazywamy znakiem skrzyzowania.

Skrzyzowania dodatnie to takie, w ktorych obrécenie dolnego tuku w prawo daje gérny
tuk, dlatego czasem nazywa sie je takze praworecznymi. Oczywiscie skrzyzowania ujemne
nazywamy wtedy leworecznymi.

Definicja 3.4.2 — wygtadzenie. Diagramy powstale przez zmiane biegu tukéw danego
skrzyzowania zgodnie z ponizszymi rysunkami:
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N—

7~ N

(2) wygladzenie dodatnie (b) wygtadzenie ujemne

nazywamy wygtadzeniem. Jezeli nie zaznaczono inaczej, wygladzamy zgodnie ze znakiem
skrzyzowania.

Definicja 3.4.3 — indeks zaczepienia. Niech L = K LI K5 bedzie splotem o dwéch
ogniwach, za$ D jego diagramem. Wielko$¢

(K, K2) = % S senes, G.7)

gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie skrzyzowania, na ktérych spotykaja sie tuki
réznych ogniw, nazywamy indeksem zaczepienia wezléw K1, K2. Ogélniej, jesli dany jest
splot L = K; U. ..U K, posiadajacy n ogniw, to jego indeks zaczepienia wyznacza wzor

k(L) = Ik(K;, K;) 3.8)

1<J

Zauwazmy, ze indeks zaczepienia splotu Hopfa wynosi 1, natomiast splotu Whiteheada 0.
Sg zatem rézne. W obydwu przypadkach indeks zaczepienia jest liczba catkowita. Istotnie, na
mocy twierdzenia Jordana lk jest funkcja o catkowitych warto$ciach.

Fakt 3.4.4 Indeks zaczepienia jest dobrze okreslonym niezmiennikiem zorientowanych
splotéw.

Dowdéd. Wielko$¢é Ik L jest sumg znakéw pewnych skrzyzowan, zatem na mocy twierdzenia
Reidemeistera wystarczy sprawdzié, jaki jest wpltyw ruchéw Reidemeistera na te sktadniki:

1%
1%

/ \/
/ \ /\
(@) ruch R, (b) ruch Ro (c)ruch R3

‘Omep €8eL Setéat... |

Liczba patykowa

Definicja 3.5.1 Niech L bedzie splotem. Minimalng liczbe odcinkéw tamanej, ktéra
przedstawia splot L, nazywamy jego liczba patykowq i oznaczamy s(L).

Liczbe patykowa s do matematyki wprowadzit Randell [374], a w kolejnej pracy [375] znalazt
jej warto$¢ dla niewezla (3), trjlistnika (6), 6sembki (7) i pozostalych wezléw pierwszych do
sze$ciu skrzyzowan: 51, 52, 61, 62, 63 (8). Wedlug Cromwella [101], z wezlami od siedmiu
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do dziewieciu czesciowo rozprawiali sie Randell [374], Calvo [69] i Negami [336]. Niedawno
dotaczyt do nich Shonkwiler [410]. Baza danych KnotInfo podpowiada, jaki jest obecny stan
wiedzy.

Jest siedem weztéw z s K = 8: wymienione wczeéniej, 819 i 829; dwadziescia pie¢ gdzie
s K = 9; oprécz tego s 10124 = 10. O pozostalych weztach pierwszych do 10 skrzyzowan
weiaz brakuje nam danych. Zachodzi 9 < s1037,s 1076 < 12, dla pozostalych weziéw mamy
lepsze oszacowania. 88 weztdéw spelnia 9 < s K < 11, za§ 124 innych 9 < s K < 10.

Encyklopedia Wolfram Mathworld plecie farmazony, ze dokladnie jeden wezel pierwszy
do 10 skrzyzowan ma liczbe patykowsa réwng 14: jest to 10s4, dokladnie pie¢ ma liczbe patyko-
wa réwng 13: 1039, 1064, 1073, 1076, 1050, a liczba patykowa pozostalych nie przekracza 12.
Niestety Wolfram nie podaje Zrédet tych rewelacji. Ugh!

Negami [336] pokazat przy uzyciu teorii graféw, ze dla nietrywialnych wezléw prawdziwe

83 nieréwnosci
5+vV9+8cr K <
2 ~
Trojlistnik to jedyny wezet realizujacy gorne ograniczenie. Z pracy Elrifaia [124] (a wiemy o niej
z [193]) wynika, ze dla wezléw o co najwyzej 26 skrzyzowaniach, dolne ograniczenie jest ostre:
mozna pisa¢ < w miejsce <.

Jin oraz Kim w 1993 ograniczyli liczby patykowe dla weztéw torusowych korzystajac z liczby
supermostowej. Wkrétce wynik zostal poprawiony przez samego Jina, ktéry w pracy [201]
znalazl doktadne wartosci dla niektérych weztéw. I tak, jesli2 < p < ¢ < 2p,t0sTy 4 = 2¢
oraz s Tp 2p = 4p— 1. Ten sam wynik, cho¢ dla wezszego zakresu parametréw, odkryli Adams,
Brennan, Greilsheimer, Woo [6]. Autorzy niezaleznie od siebie znalezli proste oszacowanie
z géry dla liczby patykowej sumy spdjnej:

sK <2ca kK. (3.9)

S(Kl#KQ) < S(K1)+S(K2) — 3. (3.10)

Koniec dekady przynidst jeszcze jedng prace McCabe z nieréwnoscia s(K) < 3 + cr(K)
dla weztéw dwumostowych ([292]) oraz odkrycie Calvo [70]:jesli ograniczymy sie do famanych
o0 co najwyzej siedmiu odcinkach, 6semka przestaje by¢ odwracalna.

Na poczatku XXI wieku nieréwnosci Negamiego poprawiono, z dotu dokonat tego Calvo
[70], z g6ry natomiast Huh, Oh [193]. Gérne ograniczenie mozna zmniejszy¢ o 3/2, jezeli K
jest niealternujacym wezlem pierwszym.

Trvit8ak ”lggchgsKgg(lJrch). 3.11)

Liczba patykowa nie pojawia sie juz nigdzie w nastepnych rozdziatach.

Dtugos¢ sznurowa

Matematyczne wezly nie maja grubosci i mozna je dowolnie rozciggaé. Dlugo$¢ sznurowa,
najstabiej poznany niezmiennik numeryczny, pochodzi z fizycznej teorii weztéw, ktéra bierze
pod uwage obiekty wykonane z nieelastycznych materiatéw.

Definicja 3.6.1 Niech L bedzie splotem o diugosci I, ktdry posiada rurowe otoczenie bez

samoprzecieé z przekrojem poprzecznym o promieniu 7 (méwimy, ze L ma grubos$é 7).
Iloraz

lenL = ! (3.12)
T
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nazywamy diugoscia sznurowa splotu.

Przez wiele lat zastanawiano sie: czy mozna zawigzac wezel ze sznura o dlugosci jedne;j
stopy i promieniu jednego cala? Lub réwnowaznie:

Hipoteza 3.6.2. Czy istnieje nietrywialny wezel K taki, zelen K < 12?

Na poczatku XXI wieku wiedzieli$my dzieki Cantarelli, Kusnerowi, Sullivanowi [71], ze
najkrétszy wezel ma dlugo$é co najmniej (2 + +/2)m & 10.726, krétko po tym Diao [113, s.
14] udzielil negatywnej odpowiedzi na pytanie.

B Przykfad 3.6.3 Rozumowanie Denne, Diao, Sullivana [112] oparte o czterosieczne pokazuje,
ze dlugo$¢ sznurowa nietrywialnego wezta wynosi co najmniej 15.66. Ale eksperymenty
komputerowe méwia nam, ze dtugo$é tréjlistnika nie przekracza 16.372, wiec oszacowanie
jest dos¢ ostre. [

Prowadzono obszerne poszukiwania na temat zaleznosci miedzy diugoscia sznurowg
i innymi niezmiennikami. Mamy na przyktad:

Fakt 3.6.4 Istniejg stale c1, c2 takie, Ze ¢1 er?* K <lenK < cacr®/? K.

Udowodniono, ze dolnym ograniczeniem na czynnik ¢; jest (47 /11)%/* ~ 1.105 (gdyz
tak pisze Cantarellaiinni w [71, tw. 23]). Wiemy tez dzieki Klotzowi i Maldonado [228], ze stala
c¢1 nie moze przekraczac 12.64, w przeciwnym razie nieréwno$¢ nie zachodziltaby dla wezla
torusowego 7T3,5. Dowdd gérnego ograniczenia opiera sie na cyklach Hamiltona w grafach
zanurzonych w kratach liczbowych (Yu [116]).

Obydwa ograniczenia poprawiono. Klotz, Maldonado [228] pisz3, ze Diao dostal:

Fakt 3.6.5 Niech K bedzie wezlem. Wtedy

% (17.334 +1/17.334% ¢ 64m cr K) <lenK. (3.13)

To oszacowanie jest lepsze dla weziéw do 1850 skrzyzowari (chociaz nigdy nie widzieliémy
takiego potwora na wlasne oczy).

Fakt 3.6.6 Niech K bedzie wezlem. Wtedylen K = O(cr K - log®(cr K)).

Niedowéd. Swiezy wynik Diao, Ernsta, Pora, Zieglera [115], ktérego dowéd tez wykorzystuje
kraty liczbowe. |

Jakosciowy wynik znalezliémy znowu w [228]: zachodzilen L < a,, cr K log® cr K (nie
tylko dla weztéw, ale tez splotéw), przy czym stata a.,, musi by¢ wieksza od 87/ log” 2 ~ 78.5,
by dobrze ograniczala splot Hopfa.

Przywolajmy prace [228] jeszcze jeden, ostatni raz. Badania satelitéw do 42 skrzyzowan
pokazaly, ze satelita jest zazwyczaj trzy razy dluzszy niz jego towarzysz.

Dlugos$é sznurowa nie pojawia sie w dalszych rozdziatach.
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Podsumowanie

(Podana dalej lista moze by¢ niezrozumiata przy pierwszym czytaniu). Miedzy niektérymi
niezmiennikami nie ma bezpo$redniego zwigzku:

1.

2.

6.

7.

miedzy liczba gordyjska i mostowy (fakt 3.3.5),

miedzy liczba mostowg i genusem (wzmianka po fakcie 3.3.5),

. miedzy defektami modulo rézne liczby pierwsze (fakt 4.3.14),

miedzy liczbg mostows i wielomianem Alexandera (fake 5.1.17),
miedzy wielomianem Jonesa i Alexandera (paragraf przed faktem 5.3.8),
miedzy liczba mostowq i sygnatura (wniosek 6.2.46),

miedzy liczba gordyjska i wielomianem Alexandera (dowéd faktu 6.2.54).

Ale miedzy niektérymi innymi takie zwigzki s3:

1.

2.

miedzy indeksem skrzyzowaniowym i genusem [274, s. 142],

miedzy liczba gordyjska i sygnaturg [274, s. 142].
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Cztery cechy wezléw poznane w poprzednim rozdziale: liczba gordyjska, mostowa i patykowa
oraz indeks skrzyzowaniowy sg dla nas kompletnie bezuzyteczne. Ich uzyteczno$¢ dla nas
jest ograniczona, bo nie wida¢ wcale, jak wyznaczy¢ warto$¢ kedrejkolwiek z nich. Dlatego
teraz wprowadzimy 3-kolorowanie, z ktérym nie do$¢, ze bedziemy odrézniaé¢ pewne wezly
od niewezla, to jeszcze odréznimy te wezly od siebie!

Splot nazywamy 3-kolorowalnym, jezeli jego wtékna dajg sie pokolorowaé trzema barwami
tak, by nie ztama¢ magicznych regut (ktére podamy). Nie potrzeba przewidujacej przysziosé
kuli, Zeby wpasé¢ na pomyst rozszerzenia palety do wiekszej liczby barw. Dalej uogdlniaé
mozna na dwa sposoby: albo zastepujac kolory elementami nieprzemiennej grupy (i dostaé
etykietowania), albo zamiast zlicza¢ kolorowania zbadac relacje miedzy nimi. Wstep nie jest
miejscem na thumaczenie detali, wiec wspomnimy krétko, ze grupy Z/pZ®Z/pZ oraz Z [ p*Z.
sa réwnoliczne, ale nie izomorficzne, bo tylko jedna z nich jest cykliczna.

Ani kolorowanie, ani etykietowanie nie sa zupelne: to znaczy istnieja wezly, ktérych nie
potrafig od siebie odréznié¢. Wszystkie niezmienniki poza catkq Koncewicza na pewno majg te
wade. Catka Koncewicza (opisana w sekgji 5.6) by¢ moze tez jest wadliwa. Nie wiadomo.

Kolorowanie splotow

Przygode z kolorowaniami rozpoczyna sie zazwyczaj od tréjkolorowalnosci. Jest to pewna
cecha diagraméw, ktéra mozna posiadaé albo nie.

Definicja 4.1.1 — tréjkolorowalno$é. Niech D bedzie diagramem splotu L, ktérego tuki
wystepuja w trzech kolorach. Jezeli spelnione sg nastepujgce warunki:

- nie wszystkie tuki sg tego samego koloru,

« przy kazdym skrzyzowaniu spotykaja sie albo trzy tuki w trzech réznych kolorach, albo
wszystkie tego samego koloru,

to méwimy, ze diagram D jest tr6jkolorowalny.
Splot posiadajacy trdjkolorowalny diagram nazywamy krétko tréjkolorowalnym. Czesto

mozna spotkac sie tez z tréjkolorowalnoscig Foxa, szczegdlnie w anglojezycznych materiatach,
ale my nie czujemy potrzeby uzywania dlugiej nazwy.
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B Przyktad 4.1.2 Lorem ipsum dolor sit amet, consectetur adipiscing elit. Donec hendrerit
felis nec sollicitudin scelerisque. Etiam odio urna, faucibus eget sodales a, sollicitudin ut odio.
Interdum et malesuada fames ac ante ipsum primis in faucibus. Sed metus urna, vehicula
eu efficitur quis, interdum pellentesque tellus. Vestibulum ex neque, sagittis nec hendrerit
a, eleifend vitae ligula. Donec ut erat erat.

() tréjlistnik jest 3-kolorowalny,  (b) niewezet nie jest 3-kolorowalny. -

Tak naprawde pokazalismy tylko, ze niewezet ma niekolorowalny diagram, ale czy nie
moze on mie¢ innego diagramu, ktéry jest kolorowalny? Nie moze, co wynika bezposrednio
z faktu 4.1.4.

Dla wygody jako koloréw uzywa¢é bedziemy kolejnych liczb naturalnych 0,1, ...,n — 1
(przez ostatnig strone mieliSmy n = 3). Pozwala to zapisa¢ warunek ,by¢ kolorowalnym”
réwnaniem algebraicznym, niezaleznie od ilosci uzytych kolordw.

Definicja 4.1.3 — kolorowanie. Niech L bedzie splotem, za$ n liczba naturalna. Méwimy,
ze splot L jest kolorowalny modulo n, jesli posiada diagram, ktérego wtéknom mozna
przypisa¢ liczby calkowite 0, ..., n — 1 tak, by

1. istnialy dwa wiékna réznych koloréw,

2. réwnanie a + b = 2c¢ modulo n bylo spelnione przy kazdym skrzyzowaniu:

N
AN

Takie przyporzadkowanie nazywamy kolorowaniem.

Nie potrafimy ustali¢, kto pierwszy napisal jawnie rownanie ,a + b = 2c¢ modulo n”
mys$lac o kolorowaniach. By¢ moze byt to Ralph Fox, ktéry okoto 1956 roku chciat uczynié
teorie wezléw bardziej przystepna dla studentéw koledzu Haverford w Pensylwanii; on jednak
nie pisat , tréjkolorowalne wezly”, tylko ,wezly z wlasnoscig L. (Znaczenia litery L takze nie
potrafimy ustali¢). Ale nie wolno zapominad, ze juz Reidemeister rozpatrywal reprezentacje
grupy wezla m na grupe diedralng D, .

Fakt 4.1.4 Wlasnos¢ ,by¢ n-kolorowalnym” jest niezmiennikiem weziéw.

Dowéd. Po przypisaniu koloréw gérnym wiéknom widzimy, ze kolory wszystkich pozostatych
widkien sa wymuszone przez réwnanie kolorujace przy kolejnych skrzyzowaniach. Dlatego
sprawdzimy, ze wykonanie dowolnego ruchu Reidemeistera nie psuje kolorowalnosci reszty
diagramu.

Zacznijmy od ruchu pierwszego i drugiego:
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IR
R

/ >

Trzeciruch takze nie wymaga skomplikowanych rachunkéw. Najkrétszy tuk na diagramach
ma kolor 2a — ¢ po lewej oraz 2b — ¢ po prawej stronie.

pes
K

Ponownie wykonanie ruchu Reidemeistera nie zmienia koloréw dolnych widkien. |

Tréjlistnik koloruje sie dokladnie modulo krotnosci tréjki, 6semka zas — pigtki. Sama
kolorowalno$¢ nie méwi wiele, splot jest kolorowalny lub nie. Dowdd faktu 4.1.4 pokazuje co$
wiecej: liczba kolorowan, by¢ moze trywialnych (czyli takich, gdzie uzyto tylko jednego koloru),
jest mocniejszym niezmiennikiem.

Lemat4.1.5. Ustalmy diagram D dla wezta z wybranym tukiem, oraz kolor k € {0,...,n — 1}.
Bez straty ogolnosci mozemy zatozyc, ze krotki tuk jest koloru k.

Kolorem tym zazwyczaj jest 0.

Dowdd. Dodanie tej samej warto$ci do wszystkich tukéw na dobrze pokolorowanym diagramie
daje nowy, takze dobrze pokolorowany diagram. |

Fakt 4.1.6 Zaden wezel nie koloruje si¢ modulo dwa.

Dowéd. Zalézmy nie wprost, ze istnieje nietrywialne kolorowanie. Analiza czterech mozliwych
skrzyzowan pokazuje, ze wtdkna wychodzace z tunelu musza mieé ten sam kolor. Przechodzac
wzdluz wezla widzimy jeden kolor, wbrew zalozeniu nie wprost. |

Fakt 4.1.7 Kazdy splot o co najmniej dwdch ogniwach koloruje sie modulo dwa.

Dowéd. Wystarczy pomalowacé jedng sktadows zerem, a pozostate jedynkami. |

Sploty rozszczepialne sg n-kolorowalne dla kazdego n > 2, mozna skorzystaé z tego
samego schematu kolorowania. Pierécienie Boromeuszy nie kolorujg sie modulo trzy, nie sa
zatem rozszczepialne.

Sploty, ktére nie sg kolorowalne modulo n dla zadnej liczby n € N nazywa sie czasem
niewidzialnymi, te wlasno$¢é maja dwa wezly pierwsze o dziesieciu skrzyzowaniach (10124,
10153), cztery o jedenastu (11n34, 11n42, 11n49, 11n116) oraz jedenascie o dwunastu (12n49,
12n121, 12n210, 121214, 121242, 121292, 121309, 121313, 121318, 121430, 121473).
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Pokazemy teraz, ze suma réwnan kolorujacych z dobrze wybranymi znakami jest postaci
0 =0 mod n. Jest to sktadnik w dowodzie na to, ze wyznacznik determinuje kolorowalnosé
splotu. Bedziemy potrzebowaé pomocniczej definicji.

Definicja 4.1.8 — uszachowienie. Niech D bedzie ustalonym diagramem splotu L. Jego
dopelnienie do plaszczyzny sklada sie z rozlacznych obszaréw. Pomalowanie niektérych
obszaréw tak, zeby kazda ni¢ lezala na brzegu doktadnie jednego kolorowego obszaru,
nazywamy uszachowieniem diagramu D.

Dla oszczedno$ci tuszu w drukarce zazwyczaj zaczyna sie od bialej plaszczyzny i uzywa
szarego do kolorowania, ale w tej ksiazce wszedzie, gdzie to tylko mozliwe, obecny jest rézowy
i uszachowienia nie bedg stanowi¢ wyjatku.

Ustalmy wezel K oraz dowolne uszachowienie dla jego diagramu. Skojarzmy z kazdym
skrzyzowaniem réwnanie kolorujace, zgodnie z ponizszym schematem:

N N\
AN N

@+a—b+a—c=0 modn b)—a+b—a+c=0 modn

Fakt 4.1.9 Suma réwnan kolorujacych o dobrze wybranych znakach jest0 = 0 mod n.

Dowdd. Kazde réwnanie kolorujace sklada sie z czterech wyrazéw, po jednym od kazdej nici,
ktéra spotyka sie w danym skrzyzowaniu. Ni¢ biegnie miedzy dwoma skrzyzowaniami, wiec
suma wszystkich réwnan kolorujacych sktada sie z par sktadnikéw, po jednej parze na nié.
Skladniki te sg przeciwnych znakéw, zatem wzajemnie sie znosza. Suma réwnan kolorujacych
jest suma zer, a to nalezalo udowodnic. |

Liczbe kolorowan splotu L modulo n, trywialnych lub nie, oznaczamy przez 7., (L).

Fakt 4.1.10 Niech K1, K> beda weztami. Wtedy
Tg(Kl#Kg) T3(K1) Tg(KQ)

= . . 4.1
3 3 3 G2
I Whiosek 4.1.11 Istnieje nieskoriczenie wiele wezltéw.
Dowéd. Suma spéjna n tréjlistnikéw ma 3"+, trywialnych lub nie, 3-kolorowan. [ ]

Niskowymiarowa topologia bytaby miatka, gdyby Zrédtem nieskoniczono$ci weztéw byta
tylko operacja #. O wielu niezmiennikach weziéw zlozonych podejrzewamy albo wiemy, ze
wyrazaja sie w terminach mniejszych wezléw pierwszych, oprécz wspomnianej tu liczby
kolorowant mamy hipotezy 3.1.2, 3.2.7, nienazwane oszacowanie na stronie 54, fakty 4.4.8,
5.1.9,5.3.6, 6.2.25, 6.2.45, 6.3.6. Na szczescie fakt 4.4.9 glosi, ze wezléw pierwszych tez jest
nieskoniczenie wiele; po prostu jestesmy jeszcze za glupi, aby podaé jego dowdd.
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Etykietowanie

Dotychczas kolorowali$my diagramy weziéw liczbami 0,1, 2, ..., n — 1, czyli elementami
grupy Z/nZ, ale nic nie stoi na przeszkodzie, zeby probowaé uzy¢ dowolnej innej skoriczonej
grupy. Etykietowalno$¢ to niezmiennik, ktdry uogélnia kolorowalnos¢. Poznali$émy go dzieki
ksigzce Livingstona [274, s. 89-99], ale poza panem Charlesem malo kto o nim wspomina!

Definicja 4.2.1 — etykietowanie. Niech G bedzie skoriczenie generowang grupa, za$
D diagramem zorientowanego wezla K. Surjekcje ze zbioru widkien diagramu D na
zbidr generatoréw grupy G taka, ze przy kazdym skrzyzowaniu spelnione jest réwnanie
gugr = grgu (zoznaczeniamijak na rysunku: wtékno gy biegnie géra; wiékna gz, gr po
lewej i prawej stronie podskrzyzowania), nazywamy etykietowaniem diagramu D grupa
G. Wezel, ktéry posiada diagram etykietowalny grupg G tez nazywamy etykietowalnym

grupa G.

Réwnanie gr = gugrgy, ' méwi, ze etykiety wiékien wchodzacych oraz wychodzacych sa
sprzezone. Wynika stad, ze wszystkie etykiety pochodza z jednej klasy sprzezonosci. Musza
jednoczesnie generowaé cala grupe, dlatego G musi by¢ grupa nieprzemienna lub trywialna.
Etykietowalno$¢ jest niezmiennikiem wezléw i nie zalezy od orientacji wezla: jezeli elementy
g1, - - -, gn generuja grupe, to ich odwrotnosci takze.

Etykietowania sa naturalnym uogélnieniem kolorowan. Dlaczego? Niech p > 3 bedzie
liczbg pierwsza, natomiast D, = (r,s | 7P = s° = e, rsr = s) grupg diedralna rzedu 2p.
Elementy tej grupyto 1,7, 72, ..., rP~! s sr, ..., srP~ 1. Obrét” r¥ jest sprzezony tylko ze
swoja odwrotnoscig (mamy srir®(sr!) ™! = sr¥s = r7F), ale ,symetrie osiowe” s7* tworza
jedna klase sprzezonosci. Latwo widaé, ze dowolne dwie z nich generuja cala grupe D,,.

Fakt 4.2.2 Wezel K jest p-kolorowalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest D,,-etykietowalny.

Dowdd. Zalézmy, ze K ma n widkien. Wiemy juz, ze kazde D, -etykietowanie wykorzystuje
tylko elementy sr®*, ..., sr% dlal < a; < p. Jest ono prawidlowe doktadnie wtedy, gdy
analogiczne kolorowanie liczbami a1, . . . , a,, jest prawidiowe. |

Byloby zabawnie, gdyby etykietowanie okazalo sie pozornym uogélnieniem. Skoro juz
o nim wspomnieli$my, mozna sie domyslié, Ze tak nie jest. Istotnie, wskazemy teraz pare
wezléw, ktorych nie odrézniaja kolorowania, ale odréznia pewne etykietowanie.

B Przyktad 4.2.3 Wezel 946 jest etykietowalny grupg Ss, wystarczy jego wtéknom dobrze
przypisaé transpozycje (niech to bedzie proste ¢wiczenie dla Czytelnika). Wezel 6, nie jest
etykietowalny t3 sama grupa. Wybranie dwdch etykiet przy jednym skrzyzowaniu wymusza
etykiety dla wszystkich wi6kien, ale dwie grupy nie moga generowac grupy Ss. Wezly te sg
wiec rdzne. ]

Wezly 61 1 946 maja ten sam wielomian Alexandera, zatem ten sam wyznacznik, wiec na
mocy faktu 4.3.7 te same wlasnosci kolorujace. Duzo pézniej odkryli$my pare jeszcze raz w [64,
s.138], gdzie pokazano, ze E2(61) = Z(t); E2(946) = (¢t — 2,2t — 1). Niestety nie wiemy,
kto pierwszy wpadl na ten pomyst poréwnania ich idealéw elementarnych E».
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Etykietowanie jest mocnym narzedziem odrézniajgcym wezly. Thistlethwaite w 1985 roku
korzystajac z niego klasyfikowat wezly o co najwyzej 13 skrzyzowaniach (jestich, jak ostatecznie
sie okazalo, 12965). Majg one tylko 5639 réznych wielomianéw Alexandera, ale etykietowania
trzynastoma réznymi grupami pozwolily zmniejszy¢ liczbe nierozpoznanych weztéw do okoto
tysigca. Wsr6d nich 30 posiada wielomian Conwaya 1 4 222 + 2z*, ale pary rozrézniane
wielomianem HOMFLY majg tez rdzne wielomiany Jonesa.

Kolorowania definiowano kiedys jako surjekcje p: @ — D2, z grupy podstawowej. Jak
mowi prezentacja Wirtingera, grupa splotu generowana jest przez $ciezki z punktu bazowego
w 53 do brzegu rurowego otoczenia splotu, wokét potudnika i znowu do bazowego punktu.
Fox zauwazyt, ze z surjektywno$ci p wynika, iz generatory mapujg sie na symetrie osiowe
sr*. Poniewaz istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednioéé miedzy generatorami grupy
splotu oraz lukami diagramu, kazdemu mozemy przypisaé liczbe catkowita k. Etykietowania
sa wiec uogdlnieniem kolorowan. Rozumowanie, ktére przedstawili§my, prowadzi do prostej
klasyfikacji grup, ktérych mozna uzy¢ do etykietowania.

Fakt 4.2.4 Niech K bedzie wezlem, za$ G grupg. Nastepujgce warunki s3 réwnowazne

- wezel K jest etykietowalny grupa G,

- istnieje surjekcja m1 — G, gdzie 71 jest grupg podstawows wezta K.
Historycznie, prezentacja Wirtingera byla pierwsza, za$ etykietowania odkryto pdzniej.

Fakt 4.2.5 — Perko. Niech K bedzie wezlem. Nastepujace warunki sg réwnowazne: K
jest etykietowalny grupa Ss, K jest etykietowalny grupg Ss.

Dowéd. Dowdd zajmuje tylko kilka stron i skiada sie z dwoch czesci. Po pierwsze S4 ma
podgrupe czwérkowy Kleina, wiec istnieje epimorfizm Sy — Ss; pozwala to opuszczaé
epimorfizmy G — S4 do epimorfizméw G — Ss.

Jak podnosi¢ epimorfizmy G — S3 do epimorfizméw G — S4 pokazat Perko [354]. W

Nie znamy innych nietrywialnych faktéw dotyczacych etykietowan.

Macierz kolorujaca

Zajmiemy sie dwoma niezmiennikami pochodzgcymi od macierzy kolorujgcej: defektem
oraz wyznacznikiem. Podamy tez opis macierzy Goeritza, ktéra prowadzi do tych samych
niezmiennikéw, ale pozwala na unikniecie cze$ci rachunkéw.

Definicja 4.3.1 — macierz kolorujaca. Ustalmy diagram bez zamknietych krzywych dla
splotu L z tukami xo, . . ., p, oraz skrzyzowaniamiO, . .., m. Definiujemy macierz A,
ktérej wyraz a;; jest wspStezynnikiem przy z; w [-tym réwnaniu kolorujacym:

N
N

Macierz kolorujaca A powstaje z macierzy A przez skreslenie dowolnego wiersza oraz
dowolnej kolumny.
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Zauwazmy, ze pierwszy ruch Reidemeistera usuwa ,zamkniete krzywe”, czyli pojedyncze
tuki bez skrzyzowari. Diagram bez takich krzywych ma tyle samo skrzyzowan, co tukéw.
Z kazdego skrzyzowania wychodzg (tunelem) dwa wiékna majgce dwa korice i otrzymana
macierz jest kwadratowa.

Wykreslenie wiersza i kolumny jest konieczne. Gdyby$my tego zaniechali, otrzymana
macierz nie bytaby odwracalna, bowiem wiersze sumujg sie do zera (patrz fake 4.1.9). Dla
alternujacych diagraméw mozemy zadaé, by gérg i-tego skrzyzowania bieglo i-te wlékno,
wtedy na diagonali macierzy A znajda sie same minus dwojki.

Wyznacznik

Wyznacznik to ciekawa liczba spokrewniona z kolorowaniem. Stanowi szczegdlny przypadek
ciekawego samego w sobie wielomianu Alexandera i pierwszy niezmiennik, ktérego niezmien-
niczosci ze wzgledu na ruchy Reidemeistera nawet nie bedziemy prébowaé dowodzié.

Definicja 4.3.2 — wyznacznik. Wyznacznikiem splotu nazywamy wyznacznik macierzy
kolorujacej A bez znaku: det K := | det Ak|. Przyjmujemy, ze detQO := 1.

Pokazemy pézniej (po poznaniu grupy kolorujacej, czyli we wniosku 4.4.6) lub jeszcze
pdzniej (po wprowadzeniu wielomianu Alexandera, w dowodzie faktu 5.1.4), ze wyznacznik
splotu jest dobrze okreslony: nie zalezy on od wyboru etykietowania, minora macierzy oraz
diagramu i ze jest niezmiennikiem. Teraz ograniczymy sie do jego kilku wtasnosci.

Fakt 4.3.3 Niech L bedzie splotem alternujacym. Wtedy det L > cr L.

Pierwszy niepoprawny dowdd pochodzi od Bankwitza [19], ktéry w 1930 roku ograniczyt
sie do weztéw. Poprawny dowdd pojawit sie dopiero trzy dekady pdzniej, kiedy Crowell [103]
opart sie o teoriografowy prace Whitneya. Spoéréd 84 diagramdéw pierwszych weziéw na
koricu podrecznika Reidemeistera, 11 ma niealternujgcy diagram. Crowell pokazal, ze 7 z tych
11 przedstawia niealternujace wezly. Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 265] wspominajg, ze
gdyby$my rozumieli teorie graféw, wynik daloby sie jeszcze troche poprawié.

W Przykfad 4.3.4 det819 = 3 < 8 = cr 819, wiec wezel 819 jest niealternujacy. Podobnie
dowodzi sie, ze 942, 10124, 10132, 10139, 10140, 10145, 10153, 10161, 21 wezléw pierwszych
0 11 skrzyzowaniach oraz 75 weztéw pierwszych o 12 skrzyzowaniach nie sg alternujace. m

Niealternujacych weztéw o 11 (odpowiednio: 12) skrzyzowaniach jest 185 (888), zatem
ta prosta nier6wno$¢ nie daje niesamowitych efektéw. Ale Crowell znalazt tez mocniejsze
ograniczenie:

Fakt 4.3.5 Niech L bedzie pierwszym, alternujacym splotem. Wtedy L jest (2, n)-torusowy
lub zachodzidet L +3 > 2cr L.

Stad mozna wywnioskowaé, ze oprécz weztéw wspomnianych wezesniej, takze 820, 943,
946, 10125, 10128, 10136, 10142, 10152, 10154, 10 weztéw pierwszych o 11 skrzyzowaniach oraz
45 wezléw pierwszych o 12 skrzyzowaniach nie s3 alternujace.

Wyznacznik jest blisko zwigzany z kolorowaniami.

Lemat 4.3.6. Niech A bedzie macierzq r x r o catkowitych wyrazach. Wtedy nastgpujgce warunki sq
rownowazne: istnieje niezerowy wektor x € (Z/nZ)" taki, ze Az = 0 mod n; liczby det A orazn
nie sq wzglednie pierwsze.
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Dowdd. Z algebry liniowej wiemy, ze dla pewnych odwracalnych catkowitoliczbowych macierzy
C, Rmacierz RAC = diag(ai, . . ., am) jestdiagonalna: to postaé normalna Smitha. Istnieje
odpowiednio$¢ miedzy niezerowymi rozwigzaniami réwnania Az = 0 oraz Dy = 0, mamy
bowiem z = Cy, zatem bez straty og6lnosci mozemy przyjaé, ze macierz A jest diagonalna.

Niezerowy wektor z taki, ze Az = 0 mod n istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
(nie wszystkie zerowe) z1, . .., &m € Z/nZ takie, ze dla kazdego i mamy a;x; = 0 mod n.
Méwiac jezykiem przecietnych zjadaczy chleba, dla pewnego ¢ liczby a;, n nie sa wzglednie
pierwsze. Macierz A jest diagonalna, wiec jej wyznacznik ma postaé¢ det A = £|a1]-. .. |am].
Whioskujemy stad, ze liczby det A, n takze nie s3 wzglednie pierwsze.

Fakt 4.3.7 Splot L koloruje sie modulo n wtedy i tylko wtedy, gdy liczby det L oraz n nie
sa wzglednie pierwsze.

Dowéd. Wybierzmy diagram dla splotu L z uporzadkowanymi tukami i skrzyzowaniami. Bez
straty og6lnoéci ograniczmy sie do tych kolorowan, gdzie zo = 0. Kolorowanie modulo n
istnieje doktadnie wtedy, gdy istnieje niezerowy wektor (z1, x2, ..., Zm) taki, ze Az = 0
mod n. Na mocy lematu oraz definicji det L = | det A|, dowdd zostaje zakoriczony. |

I Whiosek 4.3.8 Jezeli wyznacznik splotu L wynosi det L = 1, to splot L jest niewidzialny.

Whiosek 4.3.9 Jezeli wyznacznik splotu L wynosi det L = 0, to splot L koloruje sie
modulo wszystkie liczby naturalne.

Whiosek 4.3.10 Niech K bedzie weztem. Wtedy jego wyznacznik, det K, jest liczbg
nieparzysta.

Dowéd. Wystarczy przypomnie¢ sobie fakt 4.1.6. [ ]

I Whiosek 4.3.11 Jesli splot L jest rozszczepialny, to jego wyznacznik wynosi 0.

Dowdd. Oczywiste po przeczytaniu akapitu za faktem 4.1.7 jeszcze raz. [ ]

Ponizszy problem pochodzi od Stojmenowa.

Hipoteza 4.3.12 (problem 12.25 w [344]). Niech n bedzie nieparzystq sumg dwéch kwadratow. Czy
istnieje pierwszy, alternujgcy, achiralny wezet o wyznaczniku n?

Oto, co juz wiemy. Dlan = 1,9, 49 oraz by¢ moze pewnej liczby n > 2000 niebedacej
kwadratem, taki wezel nie istnieje. Jesli istnieje achiralny wezet o wyznaczniku n, to n jest
nieparzystg suma dwoch kwadratéw (Hartley [179]). Implikacja odwrotna takze jest prawdziwa,
od wezta mozna dodatkowo zadaé bycia pierwszym lub alternujacym, ale nie zawsze obydwu
warunkéw jednocze$nie. Patrz tez [423].
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Defekt
Definicja 4.3.13 — defekt. Niech K bedzie wezlem, za$ A jego macierza kolorujaca
modulo p. Wymiar jadra ker A nazywamy defektem wezta.

Prawdopodobnie jest to ostatnia strona, gdzie wprowadzamy do teorii wezléw nowy
termin z algebry liniowej.

Fakt 4.3.14 Defekty modulo rézne liczby pierwsze sg niezalezne od siebie.
Wspomina o tym Livingston [274, s. 145].

Niedowéd. Na przyklad suma spéjna k tréjlistnikéw i j weztéw T 5 posiada defekt & modulo
3 oraz j modulo 5. Podobne przykiady istnieja dla innych zbioréw liczb pierwszych. |

Defekt takze jest niezmiennikiem, cho¢ rzadziej uzywanym (nie pojawia sie na zadnej
pbZniejszej stronie w tej ksigzce). Wezet o defekcie n modulo p posiada p(p™ — 1) kolorowan
p kolorami, co jest twierdzeniem 2 z [57]. Wezly 815 oraz 924 majg ten sam wyznacznik, 45.
Ich defekty modulo 3 to 112, zatem s3 rézne.

Macierz Goeritza

Tuz przed wojng Lebrecht Goeritz [160] pokazal, ze kazdy diagram wezta wyznacza forme
kwadratowa. Macierz tej formy nie jest niezmiennikiem weziéw, ale jej symbole Hassego
oraz wyznacznik (bez znaku) juz tak. Ani Kawauchi [219], ani Murasugi [328] nie wspominaja
explicite odkrycia Goeritza; robig to Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 258-262], za co bardzo
im dziekujemy.

Trotter zmodyfikowal pomysly Goeritza i otrzymal inng forme kwadratowa, sygnatura
formy jest niezmiennikiem splotéw. Sygnature (razem z dalszymi uogélnieniami) opisujemy
w pbZniejszej podsekeji 6.2.5, teraz skupiajac sie na macierzy Goeritza.

Definicja 4.3.15 Ustalmy uszachowiony diagram D splotu L. Oznaczmy biale obszary
0,1,...,m, przy czym 0 jest obszarem nieograniczonym. Przydzielmy skrzyzowaniom

N /
AN /

i wprowadZmy pomocnicza macierz G4 :

GOO e GOm
Gi=| : .. ], “.2)
Gmo - Gmm

gdziejesli ¢ # j, to G; jest suma znakéw skrzyzowan przyleglych do i oraz j. Dlai = 7,
G'; jest minus sumga znakow skrzyzowan wokoét j-tego obszaru. Macierz Goeritza powstaje
z macierzy G przez skreslenie dowolnego wiersza oraz dowolnej kolumny.
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Szukajac macierzy G, latwiej wykry¢ proste btedy rachunkowe: jest mniejsza od macierzy
kolorujgcej, symetryczna, a jej kolumny i wiersze sumuja sie do zera.

Fakt 4.3.16 Niech D bedzie diagramem wezla K. Oznaczmy przez G, A kolejno macierz
Goeritza oraz macierz kolorujaca tego diagramu. Wtedy det G = + det A.

Niedowéd. Notatki z kursu MX4540 w Aberdeen, gdzie pierwszy raz przeczytaliSmy o tej
réwnosci, sugerujg, ze dowdd wymaga znajomosci topologii algebraicznej, a tego woleliby$my
unikngé. Chodzi prawdopodobnie o dowdd Lickorisha [261, s. 99]. Ale potem znalezli§my
artykut Kolaya [238], ktéry uzywa tylko algebry liniowe;. [ ]

Macierz Goeritza nie jest niezmiennikiem splotéw. Mamy jednak:

Fakt 4.3.17 Niech D1, D3 bedg dwoma diagramami ustalonego splotu. Wtedy macierz
Goeritza G2 mozna otrzymac z macierzy G1 w skoficzonej liczbie krokéwr:

. zamiany macierzy G na PGP ™!, gdzie P i P~' majq catkowite wyrazy

« dopisania lub skreslenia +1 na koricu przekatnej (dla weztéw) albo —1, 0, 1 (dla
splotéw).

Niedowdd. Pierwszy byt oczywiscie piszacy po niemiecku Goeritz [160].

Dwie dekady péZniej opublikowana zostala jeszcze jedna praca po niemiecku Knesera,
Puppego [230]. Gléwny wynik tamze zalezy od malo znanego twierdzenia Meyera o liczbie klas
form kwadratowych w genusie (?) i réwnie tajemniczego twierdzenia Eichlera o spinorowych
reprezentacjach grupy ortogonalnej (2?).

Kyle napisal prawie w tym samym czasie [248] i nie zrobit tego po niemiecku. |

Grupa kolorujaca

Definicja 4.4.1 Niech L bedzie splotem. Abelows grupe generowang przez tuki diagramu
przedstawiajgcego splot L z rownaniami skrzyzowan tegoz diagramu jako relacjami oraz
dodatkowsy relacja ,a = 07, gdzie a jest dowolnie ustalonym tukiem, nazywamy grupg
kolorujacg splot L i oznaczamy przez Col(L).

Fakt 4.4.2 Splot L koloruje sie modulo n, wtedy i tylko wtedy gdy istnieje nietrywialny
homomorfizm Col(L) — Z/nZ.

Dowdd. Niech a bedzie ustalonym tukiem na diagramie splotu L z definicji 4.4.1. Funkcja
@: Col(L) — Z/nZ jest nietrywialnym morfizmem, jesli przyjmuje cho¢ raz warto$¢ r6zna
od zera, spelnia warunek ¢(a) = 01 dla kazdego skrzyzowania prawdziwe jest réwnanie

o(x;) + p(xr) — 2¢(xi) =0 4.3)

przy oznaczeniach z definicji 4.1.3. To pokazuje, ze niezerowe morfizmy Col(L) — Z/nZ to
doktadnie kolorowania modulo n, z kolorem (1) na tuku . |

Homomorfizm Col(L) — Z/nZ nie musi by¢ surjekcja, zatem kolorowalno$é modulo n
pociaga za sobg kolorowalno$é modulo mn (dla kazdego naturalnego m).
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Fakt 4.4.3 Grupa kolorujaca jest z doktadnoscig do izomorfizmu niezmiennikiem weziow.

Szkic dowodu. Do wyznaczenia grupy kolorujacej potrzebujemy diagramu D z wybranym
tukiem a. Musimy zatem sprawdzié, ze ustalenie innego diagramu lub tuku prowadzi do
grupy izomorficznej z wyjéciows. Dla diagraméw wystarczy sprawdzi¢, co dzieje sie podczas
ruchéw Reidemeistera jak w dowodzie faktu 4.1.4. W przypadku tuku rozumowanie przebiega
analogicznie do dowodu lematu 4.1.5. |

Oto metoda pozwalajaca na znalezienie grupy kolorujacej. Wybierzmy diagram splotu L
bez zamknietych krzywych, etykietowanie xo, . . . , @, dlalukéw oraz etykietowanie O, ..., m
dla skrzyzowari. Utwdérzmy macierz kolorujaca A. Bezposrednio z definicji macierzy A wynika,
ze grupy abelowe Col(L) oraz Z™/A'Z™ sa izomorficzne. Nastepnie znajdZzmy macierz
diagonalng D = diag(ds, . ..,dn), taka ze D = RAC), gdzie calkowite macierze R, C majg
wyznacznik 1. Z algebry liniowej wiemy, Ze to zawsze sie uda: macierz D nazywamy postacia
normalng Smitha. Wtedy funkcja

" VA

f(x):Ath Dz flz)=C'z (4.4)

stanowi izomorfizm, a skoro D jest macierza diagonalna, to

ﬂg@ z_ (4.5)

Doktadnie to samo mozna uczynié z macierza Goeritza G zamiast macierzy kolorujacej
A. Podsumujmy.

Fakt 4.4.4 Niech L bedzie splotem z macierzg kolorujaca A, za$§ D = diag(d, ..., dn)
postacig normalng Smitha macierzy A. Wtedy grupy

N Z
Col(L) = P [EA 4.6)
=il

s3 izomorficzne.

Whiosek 4.4.5 Grupa kolorujaca Col(L) splotu L jest skoficzona wtedy i tylko wtedy, gdy
wyznacznik tego splotu jest niezerowy: det L # 0.

Dowdd. Przy oznaczeniach z faktu4.4.4,det(L) = |d1] - ... - |dn]. |

I Whiosek 4.4.6 Wyznacznik jest niezmiennikiem splotéw.

Wyznacznik jest niezmiennikiem stabszym od grupy kolorujacej.

B Przyktad 4.4.7 Wezly 61 oraz 3;1 # 31 maja rézne grupy kolorujace: odpowiednio Z/9 oraz
(Z./3)?, ale ten sam wyznacznik, 9 = 3 x 3. u

Jednakowoz wyznacznik jest na tyle mocnym niezmiennikiem, ze pozwala elementarnie
udowodnié, ze wezléw pierwszych jest nieskoficzenie wiele. Trzeba nam lematu:
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Lemat4.4.8. Niech K1, K3 bedg weztami. Wtedy det( K # K») = det(K) det(K>).

Dowdd. Dla oszczedno$ci papieru zamiast podaé peten dowdd napiszemy tylko, ze wynika
to z faktéw 5.1.9 oraz 5.1.14. (Podczas czytania dowodu faktu 5.1.9 nalezy zastapi¢ kazde
wystapienie ¢ przez —1). |

Fakt 4.4.9 Istnieje nieskoficzenie wiele weztéw pierwszych.

Po poznaniu genusu oraz weztéw skreconych poznamy jeszcze jeden dowdd (patrz fake
6.2.30).

Dowdd. Tak jak Cygan dawno temu, rozpatrzmy rodzine weztéw K dla k > 4:

Rysunek 4.3: Wezet K,

Niech W, bedzie macierza n x n, na przekatnej ktérej znajduj sie 2, za$ bezposrednio nad
i pod nig — wyrazy —1. W macierzy kolorujacej (ze skreslonym wierszem ,,c;” oraz kolumna
,ax”) zamienimy miejscami dwie pierwsze kolumny, dodajmy do drugiej dwa razy pierwsza,
za$ do drugiego wiersza — dwa razy pierwszy wiersz. Otrzymamy macierz

0 3 -1 4.7)
0 -1 Wi_s

Powtarzajac operacje: zamiana miejscami skrajnie lewych kolumn, dodanie do drugiej
2m + 1 razy pierwszej, odjecie pierwszego wiersza od trzeciego, czyli sprowadzajac nasza
macierz do postaci normalnej Smitha przekonamy sie, ze na jej przekatnej znajduja sie wyrazy
—1,-1,...,—1,2k — 3. To oznacza, ze det K}, = 2k — 3.

I to juz prawie koniec! Wskazemy injekcje ze zbioru liczb pierwszych w zbiér wezléw
pierwszych. Niech 2k — 3 bedzie liczba pierwsza. Wtedy ktorys sktadnik w rozkladzie wezta
K, na wezly pierwsze (tak jak w fakcie 6.2.28) musi mie¢ wyznacznik 2k — 3. Jest jasne (po
wniosku 4.4.6), dlaczego te sktadniki s3 parami rézne. [ |

Fakt 4.4.10 Niech k > 9 bedzie takie, ze wyznacznik wezla K, jest pewna potega 3.
Wrtedy K nie jest splotem tréjlistnikéw.

Dowdd. Macierz diagonalna otrzymana po wniosku 4.4.6 takze jest niezmiennikiem wezéw.
(Czemu?). Macierza dla splotu tréjlistnikéw (31)*" tréjlistnikéw jest diag(1,...,1,3,...,3),
za$ dlawezla K: diag(1,...,1,3"). [ ]
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Kwandle i wraki

Sekcja ta powstala cze$ciowo w oparciu o notatki autorstwa Bergera, Geriga' oraz Bergera,
Flannery’ego i Sumnichta’; ale najlepiej zaczaé od dlugiej na trzy strony odpowiedzi Nelsona
[337] na pytanie ,czym jest kwandel?”. Nalezy przy tym pamietad, ze jest to do$¢ niszowe
zagadnienie, na przyktad Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 11] po§wiecajg mu pieé wierszy
i odsytajg Czytelnika do pracy Fenna, Rourkego [130]. Duzo otwartych probleméw dotyczacych
kwandli mozna znaleZ¢ u Ohtsukiego [344, s. 455-465].

Kwandle pierwszy raz odkryli Conway z Wraithem okoto 1959 roku, jeszcze jako studenci
I stopnia na uniwersytecie w Cambridge, w nieopublikowanej korespondencji miedzy soba
(patrz definicja przed definicjg 4.5.1). Ponownie uczyniono to latach 80. XX wieku: Joyce
w 1982 jako kwandle, Matwiejow w tym samym roku pod nazwg grupoidy rozdzielne, wreszcie
Brieskorn w 1986 jako zbiory automorficzne. Joyce zapytany o znaczenie stowa QUANDLE odpart
I needed a usable word. Distributive algebra had too many syllables. Piffle was already taken. I tried
trindle and quagle, but they didn't seem right, so I went with quandle”.’

Conway nazwat wraki wrakami (WRACKS), by cze$ciowo zazartowaé z nazwiska jego kolegi
Wraitha, a cze$ciowo by zaznaczy¢, ze sa one tym, co zostaje z grupy, w ktérej zapomniano
0 mnozeniu, ale nie sprzeganiu (w jezyku angielskim co najmniej od XVI wieku funkcjonuje
ZWrot ,WRACK AND RUIN” oznaczajacy zniszczenie). Obecnie dominuje okreslenie RACKS.

Kwandle

Aksjomaty grupy stanowia uogdlnienie symetrii, poniewaz skltadanie symetrii jest taczne,
identyczno$éjest symetria, funkcja odwrotna do symetrii jest symetria. Znajdziemy teraz stabo
znana strukture algebraiczna, ktéra odzwierciedla ruchy Reidemeistera (oraz aksjomatyzuje
wlasnosci sprzezert w grupach, choé jest to dla nas mniej interesujace).

Niech X bedzie skoriczonym zbiorem koloréw wyposazonym w dzialanier: X x X — X.
Bedziemy rysowaé diagramy weziéw tak, ze kazdemu tukowi przypisany bedzie pewien kolor
x € X zgodnie z nastepujacg regulg (patrz rysunek): kiedy tuk o kolorze = przechodzi pod
biegnacym w prawo tukiem koloru y, staje sie tukiem w kolorze = > y.

/
/

Definicja 4.5.1 — kwandel. Zbiér X wyposazony w dwuargumentowe dziatanie >, ktére
dla wszystkich elementéw x, y, z € X spelnia trzy warunki:

Formalnie:

. x> =1,
2. odwzorowanie 3,: X — X dane wzorem 3y (z) = x > y jest odwracalne,
3. (zpy)pz=(z>2)>(y>2),

nazywamy kwandlem.

!dostepne pod adresem https: //scholar.harvard.edu/files/gerig/files/knotnotes.pdf

Zdostepne pod adresem https: //github.com/thyrgle/191_Final_Project/blob/master/paper.pdf

*Zrédlo: blog Johna Baezahttps: //golem.ph.utexas.edu/category/2015/05/the_origin_of_the_word_
quandle.html
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Drugi aksjomat nazywa sie czasem odwracalno$cia z prawej strony: znajac x > y oraz y
mozemy odtworzy¢ element z, jednak znajac = by¢ moze nie jesteSmy w stanie odtworzy¢
elementu y. Jedyny element x taki, ze x >y = z nazwijmy y < z. To pozwala poda¢ troche
inng definicje kwandli, ktérg przytaczamy jako ciekawostke.

Definicja 4.5.2 Zbiér X z dwuargumentowymi dzialaniami, < taki, ze dla wszystkich
x,y,z € X zachodzi:

Tdr =z (4.8)
rx>r==x 4.9)
(zay)px=y (4.10)
zd(yvz)=y (4.11)
(z>2)>(y>2)=(z>py)>2 (4.12)
(zay)<(zaz)=x<(y<z) (4.13)

nazywamy kwandlem.

Pokazemy teraz, czemu aksjomaty kwandli mozna traktowaé jako przettumaczenie ruchéw
Reidemeistera na jezyk algebry.

Fakt 4.5.3 — niezmiennik zliczajacy. Niech X bedzie skoficzonym kwandlem. Liczba

etykietowan diagramu elementami kwandla X jest niezmiennikiem wezléw, zwanym
niezmiennikiem zliczajacym.

Dowdd. Musimy pokazad, ze etykiety na diagramiem przed kazdym ruchem Reidemeistera
wyznaczajg jednoznacznie ukiad etykiet po tym ruchu. Pierwszy i drugi ruch:

\ &

A\

R=

1%

Trzeci ruch:

o/l /
/ —
-/
Jak widaé, przy trzecim ruchu co$ poszlo nie tak, ale to sie zateguje pdZnie;j.

Wiele znanych struktur algebraicznych okazuje sie by¢ zrédtem kwandli:

B Przyktad 4.5.4 — kwandel cykliczny/diedralny. Grupa abelowa z dzialaniem z>y = 2y —x.
(Nazwa diedralny bierze sie stad, ze zbidr odbi¢ w grupie diedralnej stanowi przyktad takiego
kwandla). (Lepiej nie pytaé, skad wzial sie przymiotnik cykliczny). [

B Przyktad 4.5.5 — kwandle sprzezone. Grupa G z dzialaniem z >y = y~"zy"™ dla kazdej
naturalnej wartosci n. ]
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B Przyktad 4.5.6 — kwandel Alexandera. Modut M nad pierscieniem Z|t, 1/t] wielomianéw
Laurenta z dzialaniem z >y = tx + (1 — t)y. [

Dionisio, Lopes [117, s. 1043] potrzebuja skoriczonych kwandli Alexandera, majg posta¢
(z/nZ)[t,1/t]/h(t), gdzie h jest pewnym unormowanym wielomianem.

B Przykfad 4.5.7 — kwandel symplektyczny. Przestrzen liniowa i antysymetryczna forma
dwuliniowa (e|e) z dzialaniem z >y = = + (z|y) - y. [

Zeby opowiedzie¢, jak wygladaly poszukiwania malych kwandli, musimy wprowadzié
dwie definicje. (Potem mozna o nich zapomnie¢).

Definicja 4.5.8 — homomorfizm kwandli. Niech @1, Q2 bedg kwandlami. Odwzorowanie
f: Q1 — Q2 spelniajace warunek

Va,y € Q1 : fxey) = f(z)> f(y), (4.14)

nazywamy homomorfizmem kwandli.

Definicja 4.5.9 — kwandel spéjny. Niech () bedzie kwandlem, za$ G podgrupa wszystkich
automorfizmdéw () generowang przez automorfizmy wewnetrzne (3 (x) = x> y. Jezeli
dziatanie podgrupy G na Q@ jest przechodnie, kwandel @ nazywamy spéjnym.

Dionisio, Lopes [117] znaleZli 10 kwandli Alexandera, ktére odrézniajg prawie kazde dwa
sposrdd 249 weztdéw pierwszych do 10 skrzyzowan; rozstrzygniecia brak dla 962 z 30876 par.
Po uplywie prawie dekady Vendramin [454] wytropit wszystkie 431 kwandli spéjnych rzedu
35 lub mniejszego. Clark, Elhamdadi, Saito oraz Yeatman [90] pokazali niedawno zbi6r 26
kwandli, ktére razem odrézniajg od siebie wszystkie 2977 zorientowanych wezléw pierwszych
o co najwyzej 12 skrzyzowaniach. Najwiekszy z nich jest rzedu 182.

Joyce w swojej rozprawie doktorskiej przypisal kazdemu weztowi K pewien szczegdlny
kwandel Q(K), kwandel podstawowy. Jest to niezmiennik generowany przez tuki diagramu
zwigzany relacjami pochodzacymi ze skrzyzowan, tak jak w definicji grupy wezla. Wprawdzie
znajomos¢ kwandla Q(K) pozwala odtworzyé wezet K z doktadnoscia do jego orientacji, ale
jak nietrudno sie domysli¢, ceng za to jest trudno$é w jego wyznaczaniu.

Na przyklad Niebrzydowski, Przytycki [342] pokazali, ze

B Przyktad 4.5.10 Kwandel podstawowy tréjlistnika jest izomorficzny z pewnym rzutowym
pierwotnym podkwandlem® odwzorowan liniowych przestrzeni symplektycznej Z®Z =

Stabszym, cho¢ prostszym (?) w znalezieniu niezmiennikiem jest liczba homomorfizméw
z kwandla danego wezla w pewien wybrany wezesniej kwandel Q.

Potki, wraki i wrzeciona

Aksjomaty grupy mozna wzmacnia¢ (grupy abelowe) lub ostabia¢ (monoidy). Podobnie czyni
sie z aksjomatami kwandli. Kwandle inwolutywne odpowiadajg weztom bez orientacji, wraki
dobrze opisujg wezly obramowane, i tak dale;j.

Definicja 4.5.11 — kwandel inwolutywny. Kwandel @, w ktérym dla wszystkich z,y € Q
zachodzi z < (z 4y) = y, nazywamy inwolutywnym albo kei.

*Cokolwiek to znaczy!
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Kwandle inwolutywne badal jako pierwszy Takasaki (1943). Szukal niefacznej struktury,
ktéra dobrze opisywalaby odbicia w skoriczonej geometrii.

Definicja 4.5.12 — pétka. Zbiér X wyposazony w dwuargumentowe dzialanie > taki, ze
dla wszystkich elementéw x, y, z € X zachodzi (z>y) >z = (x> 2) > (y> 2), nazywamy
poika.

B Przyktad 4.5.13 Niech Bo, oznacza kogranice tanicucha By — By — B2 — ..., gdzie
inkluzja B, — Bn+1 zadana jest przez dolaczenie niesplatanego z reszta diagramu pasma,
za$ ¢ bedzie jej endomorfizmem posylajacym generator o, na oi41. Zbiér Boo z dzialaniem
a<b=ap(b)oi1p(a) " jest potka.’ [

To nieprzettumaczalna gra stéw: dwie pétki (shelves), lewa i prawa, ktére dobrze do siebie
pasuja, daja stojak (rack, czyli dla nas wrak). Jak napisata Crans [99, s. 86]: , Just as a rack is
comprised of two shelves which fit together nicely, a quandle is made up of two spindles”.

Pétka stanowi uogdlnienie dwéch obiektéw — wrzecion i wrakéw.

Definicja 4.5.14 — wrzeciono. Zbiér X z dwuargumentowym dziataniem 1> taki, ze dla
wszystkich elementéw z, y, z € X zachodzi:

1. z>bx ==,
2. (zpy)pz=(z>2)>(y>2)
nazywarmy wrzecionem.
Definicja 4.5.15 — wrak. Zbiér X z dwuargumentowym dzialaniem > takim, ze dla
kazdej tréjki elementéw z, y, z € X zachodzi:
1. odwzorowanie 8,: X — X dane wzorem f3,(x) = x > y jest odwracalne,
2. (xpy)pz=(x>2)>(y>2)
nazywamy wrakiem.
B Przyktad 4.5.16 Zbiér X = {1,2,...,n}zdzialaniemz >y = o(z), gdzieo € S,, jest
dowolna permutacja. L]

B Przyktad 4.5.17 Modul nad pier$cieniem

Z[tt, s]
@=T-09) o

z dzialaniem x >y = tx + sy. [

Wraki sa naturalnym niezmiennikiem wezléw obramowanych, bo dobrze wspélgraja z 11,
111 oraz podwdjnym I ruchem Reidemeistera, ktdry to nie zmienia spinu diagramu:

o —

5Zrédlo: encyklopedia nLab https: //ncatlab.org/nlab/show/shelf. Uwaga: symbole <, > s3 tam zamienione
znaczeniami!
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5. Niezmienniki wielomianowe

Wszystkie poznane dotad niezmienniki (poza dtugoscia sznurowa) przyjmowaly catkowite
wartosci. Teraz poszerzymy skrzynke z narzedziami o klasyczne wielomiany Alexandera,
Jonesa, HOMFLY; ale tez p6Zniejsze: BLM/Ho, Kauffmana oraz niezmienniki skoficzonego
typu. Co ciekawe, wielomiany te wywodzg sie z réznych dziatéw matematyki: wielomian A
Alexandera z homologii pewnej przestrzeni nakrywajacej, V' Jonesa: z algebr von Neumanna.
HOMFLY (albo raczej HOMFLY-PT) to ich naturalne uogélnienie.

Atrakeyjnym wprowadzeniem byla przygotowana przez matematykéw niemieckich (przez
to dostepna tylko w ich jezyku) praca [154]. Potem okazalo sie, ze praca zostata wycieknieta do
internetu bez ich wiedzy, a nastepnie skasowana. A to heca! Pierwotnymi artykutami byly [12],
[203] oraz [146], wszystkie naleza do przetlomowych w kombinatorycznej teorii weztéw.

Wielomian Alexandera

Wielomian Alexandera to najstarszy niezmiennik tego typu, odkryty w 1923 roku [11]. Jego
pierwsza definicja byta czysto topologiczna algebraicznie:

Definicja 5.1.1 Niech K bedzie weztem w 3-sferze S, za§ X nieskoficzonym nakryciem
cyklicznym jego dopelnienia otrzymanym przez rozciecie dopelnienia wzdtuz powierzchni
Seiferta. Na przestrzeni X oraz grupie homologii H; (X)), dziata automorfizm ¢, ktéry
czyni z niej modut nad pierscieniem Z[t, t ], i to skoriczenie prezentowalny. Zatézmy, ze
wiemy mniej niz malo; w szczegdlnosci nie wiemy, czy nasz modut posiada przedstawienie
z r generatorami i s relacjami, gdzie r < s (jesli tak jest, rozpatrzmy ideal generowany
przez minory r X r macierzy prezentacji; jesli nie, wezmy ideal zerowy). Alexander pokazal,
ze ideal, o ktérym mowa, jest zawsze niezerowy, gléwny i generowany przez co$, co teraz
nazywamy wielomianem Alexandera.

Nie jest to definicja, z ktéra praca stanowi przyjemno$¢. Dlatego podamy prostszy opis,
oparty o réwnania kolorujace. PéZniej sprawdzimy, jaki wplyw na wielomian majg suma
spdjna, lustro i rewers oraz jak Conway odkryt na nowo wielomian Alexandera, jednoczeénie
przyspieszajac jego liczenie. Na koniec pokazemy, co faczy go ze zdefiniowanymi weze$niej
i pbZniej numerycznymi niezmiennikami.
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Réwnania kolorujace (definicja pierwsza)

Definicja 5.1.2 Niech D bedzie diagramem zorientowanego splotu L, ktdrego wszystkim
tukom przypisano kolory 0, 1, ..., n — 1. Wtedy do kazdego skrzyzowania:

N
N

mozna przypisaé wielomianowe rownanie kolorujace g+ tk —tg — h = 0. Tylko orientacja
gbérnego tuku ma znaczenie.

Nie jest trudno zgadnad, skad bierze si¢ nazwa , réwnanie kolorujace”: podstawiajac tutaj
t = —1 otrzymujemy szczeg6lng definicje 4.1.3.

Definicja 5.1.3 — wielomian Alexandera. Niech L bedzie splotem, za$§ D takim jego
diagramem, na ktérym nie wida¢ zadnych krzywych zamknietych (literalnie niewezta
O). Niech o, . . ., &m beda pewnymi symbolami przypisanymi do wiékien (a symbole
0,...,m do skrzyzowan) diagramu D. Oznaczmy przez p;,; wsptczynnik przy widknie
x; w wielomianowym réwnaniu kolorujacym nad wierzchotkiem . Z macierzy P = (p; ;)
wykreslmy po jednej kolumnie i wierszu. Wyznacznik zmniejszonej macierzy to wielomian
Alexandera, oznaczamy go Ar (¢).

Nasz nowy niezmiennik nie jest zwyklym wielomianem, tylko wielomianem Laurenta
jednej zmiennej, czyli elementem pierécienia Z[t, t ~*].

Fakt 5.1.4 Wielomian Alexandera z doktadnoscig do mnozenia przez jednosci:
@) =g(t) < ImeZ: f(t)=+xt"g(t) (.0

jest niezmiennikiem zorientowanych splotéw.

W dowodzie niezmienniczo$ci wyznacznika wezta skorzystaliby$my z relacji miedzy nim
a grupg kolorujacy. Poprzednie wydania ksigzki zawieraly sugestie, ze elementarny (czyli taki,
ktéry nie korzysta z teorii modutéw) dowdd niezmienniczosci wielomianu Alexandera nie
istnieje. Sugestia ta byta btedna.

Podany dowdd dotyczy tylko splotéw o sp6jnym diagramie. Jezeli mamy diagram, ktéry
nie spelnia tego zalozenia, to fakt 5.1.12 orzeka, ze jego wielomian Alexandera znika.

Dowdd. Ustalmy diagram o k skrzyzowaniach, ktéry rozcina plaszczyzne na k + 2 obszardéw
i utwérzmy macierz o wymiarach k x k, ktérej kolumny odpowiadajg obszarom, wiersze
za$ skrzyzowaniom — pomijajac przy tym dwa sasiadujace ze sobg obszary — o wyrazach ze
wspbtczynnikéw réwnari kolorujgcych. Jej wyznacznik jest wielomianem Alexandera.
Sasiadujgcym ze sobg obszarom przypiszmy kolejne liczby catkowite tak, by obszar lezacy
po prawej stronie wtdkna miat nizszy indeks. Pokazemy najpierw, ze skasowanie kolumny
indeksu n oraz n + 1 sprawia, ze wyznacznik zmienia sie co najwyzej o czynnik +¢™ dla
pewnego m. Niech S,, oznacza sume kolumn indeksu n. Kazdy wiersz macierzy zawiera cztery
niezerowe wyrazy: =1, £t, zatem ), S, = 0. R6wnos¢ ta zachodzi nawet po przemnozeniu
kolumny indeksu n przezt=":3_ t~"S, = 0, co prowadzi dorelacji > (t™" —1)S, = 0.
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Jesli wiec indeks kolumny v; wynosin, to (¢~™ — 1)v; jest kombinacjg liniowg innych kolumn
niezerowego indeksu (poniewaz t° — 1 = 0).

Rozpatrzmy macierze Mo, ;, Mok, gdzie indeksy j-tej i k-tej kolumny to odpowiednio
piq. Z powyzszych rozwazan wynika, ze (t77 — 1)Ag,; = £(t7P — 1)Ao,x, ale indeksy
obszaréw s3 wyznaczone z doktadnoscig do statej addytywnej. Biorac i-tg oraz [-tg kolumne,
indekséw r oraz s, dostaniemy zaleznosci

(0 = DAL, = £ — DAL, 6.2)
(7" = DAt = £ — DA 6.9
co prowadzi do
TP 1)
Al,j = iﬁAk,i (5.4)

Polozenie p = r + 1, s = q + 1 pokazuje, ze rézny wyb6r kolumn do skreélenia zmienia
wyznacznik macierzy co najwyzej o czynnik +¢™.

Wprowadzmy jeszcze jedng techniczng definicje. Dwie kwadratowe macierze bedg dla
nas rownowazne, jesli mozna przejs$¢ od jednej do drugiej przy uzyciu pieciu operacji:

1. przemnozenie wiersza lub kolumny przez —1;

2. zamiana dwch wierszy lub kolumn miejscami;

3. dodanie jednego wiersza do innego (lub kolumny do innej);
4. przemnozenie lub podzielenie kolumny przez ¢;

5. rozszerzenie lub zmniejszenie macierzy o 1 na przekatnej i zera w innych miejscach.

Ruchy Reidemeistera prowadzg do macierzy réwnowaznych wyjéciowym. Kazda z tych
operacji zmienia wyznacznik macierzy o czynnik +¢ =", co koficzy dowdd. |

Zwyczajowo wielomian normalizuje sie: bierze reprezentanta, ktéry jest symetryczny
w zmiennych i ! oraz przyjmuje w punkcie 1 warto$é¢ Az, (1) = 1. Odwrotnie, dowolny
wielomian Laurenta z catkowitymi wspélczynnikami o takich wiasnosciach jest wielomianem
Alexandera pewnego wezla:

Fakt 5.1.5 Niech p(t) bedzie wielomianem Laurenta nad Z takim, ze p(t) = p(t~ ') oraz
p(1) = £1. Wrtedy istnieje wezet K, dla ktdrego Ak () = p(t).

Niedowdd. Hosokawa [190] udowodnil to dla pomocniczego wielomianu splotéw

A(t,...t)

(1 _ t)max(O,p,72) ’ .5

gdzie u oznacza liczbe ogniw. Ksigzka Rolfsena [385, s. 171-172] zawiera natomiast jawna
konstrukcje wezta o danym wielomianie Alexandera. |

O wielomianie Hosokawy wspominajg Burde, Zieschang [64, s. 151, 183].

B Przyktad 5.1.6 Wielomian Alexandera nie wykrywa niewezta: A(11471) = 1. [
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Wszystkie przykltady wezléw pierwszych do 12 skrzyzowan o trywialnym wielomianie
Alexandera to 11471 = 11nga, 11473 = 11naz, 12n313, 12n430. Dzieki pracy Sakumy [393]
dowiedzieli$my sie, ze Seifert [406], Whitehead [466], Kinoshita oraz Terasaka [225] pokazali,
jak znalez¢é wiecej weztéw o trywialnym wielomianie Alexandera. W tej ksigzce mamy juz
jedno zrédlo calej serii przyktadéw: fakt 7.3.10.

Wielomian Alexandera a operacje na weztach

Wielomian Alexandera nie odréznia luster m L i rewerséw r L od wyjsciowych splotéw L:
Fakt 5.1.7 Niech L bedzie zorientowanym splotem. Wtedy A,,,1.(t) = AL (1/t).

Dowdd. Po odbiciu diagramu wzgledem pionowej prostej skrzyzowanie z definicji 4.1.3 tez
sie odbija. Réwnanie zwigzane z nim zmienia si¢ wedlug schematu:

at+tc—ta—b=0=a+th—ta—c=0 (5.6)

Pierwsze rownanie z ¢ zamienionym na 1/¢ staje sie drugim réwnaniem przemnozonym przez
—1/t,zatem A, 1. (t) = Ar(1/t). [ ]

Fakt 5.1.8 Niech L bedzie zorientowanym splotem. Wtedy A1, (t) = A (1/t).
Niedowéd. Analogicznie. |
Fakt 5.1.9 Niech K, K3 beda zorientowanymi wezlami. Wtedy
AK1#K2 (t) = AK1 (t)AK2 (t) (5.7)

Dowéd. Wybierzmy ponizsze diagramy dla wezléw K oraz Ko:

xTo Yo
.’L‘l, 7‘737”*1 y17 7yn71
0 0
1,....,m / \ 1,....,n
Tm Yn

Niech M, oraz My oznaczaja macierze otrzymane z wielomianowych réwnan kolorujacych
dla K oraz K przez skreslenie pierwszej kolumny i pierwszego wiersza. Wtedy Ak, (t) =
det M oraz Ak, (t) = det Ma.

Ponizszy diagram przedstawia sume K # Ko:
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Ponumerujemy teraz tuki i skrzyzowania na nowo tak, by znalezienie wyznacznika nie
wymagalo duzo liczenia. Przyjmijmy kolejno$é dla tukéw sumy od xo, x1,. .., zm przez
Y1, - - -, Yn do z;zad skrzyzowania ustawmyod 0, 1, . . ., m (pochodzace od K1) przez1,...,n
(pochodzace od K3) do ¢. Wielomianowe réwnanie kolorujgce dla K # K2 nad wszystkimi
skrzyzowaniami poza ostatnim sg takie same, jak ich odpowiedniki przed dodaniem do siebie
wezléw. (Jezeli to stwierdzenie jest nieoczywiste, warto wykonaé rysunek dla K1 = Ko = 34
i przeprowadzi¢ stosowne rachunki). Natomiast nad skrzyzowaniem { stosowne réwnanie
grzmi (1 — t)xo + tz — yn = 0.

Z otrzymanej duzej macierzy skre§lmy ponownie pierwsza kolumne oraz pierwszy wiersz.
Aby zakonczy¢ dowdd, musimy obliczy¢ jej wyznacznik. Mamy:

My

M>
Akuk, (1) = det , = £tAK, (1) Ay (1),

-1 t

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z rozwiniecia Laplace’a wyznacznika wzgledem ostatniej
kolumny. |

Mozna zadaé sobie pytanie, czy z réwnosci A, (t) = Ak, (t) Ak, (t) wynika, ze K jest
suma K # K3 albo chociaz czy K jest ztozony. Odpowiedz bedzie negatywna, jak pokazuje
przyktad:

Ag, (1) =3 +t73) =8t +t ") +11 (5.8)
=@+t + DB+t —5) (5.9)
= Az, (t) A7, (1), (5.10)

poniewaz wszystkie wystepujace w niej wezly s pierwsze.

Relacja kfebiasta (definicja druga)

Definicja 5.1.10 — relacja ktebiasta. Niech L bedzie zorientowanym splotem z ustalonym
diagramem oraz skrzyzowaniem. Oznaczmy przez L, L _, Lo trzy diagramy splotéw,
ktdre réznig sie jedynie na matym obszarze wokoét ustalonego skrzyzowania:

A X

(@ Ly b)L_ () Lo

Gdy warto$ci niezmiennika (zazwyczaj zorientowanych) splotéw f: f(L+), f(L-), f(Lo)
sa zwiazane jakim§ wielomianowym réwnaniem, ktérego wspétczynniki nie zaleza od
wyboru splotu L, to méwimy, ze niezmiennik f spelnia relacje klebiasts.
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Termin ,skein’ (klab) wprowadzit Conway okoto roku 1970, kontynuujac tradycje uzywania
stéw, kedre kojarzg sie ze sznurkami. Po polsku powinni§my méwic o relacji motkowej, tak jak
zaproponowal dawno temu Przytycki [367, s. 172], ale my nie przepadamy za tym terminem
(i nie potrafimy powiedzieé, dlaczego). Jednocze$nie nie znamy sie na robieniu na drutach,
wiec moze nie popelniamy zbrodni méwigc o klebach zamiast o motkach. Paula dow't kill me
pls.

Kiedy pracuje sie z niezorientowanymi wezlami, uzywa sie innego (1) zestawu oznaczen:

/ \\ N——~
/ N —~

@ L+ (b) L— @ Lo ) Loo

B Przykfad 5.1.11 Wielomian Alexandera kazdego wezla jest wyznaczony jednoznacznie
przez relacje kiebiasta

Ap,(t) = AL_(t) — ("2 =t AL, (t) =0 (5.11)
z warunkiem brzegowym Ao(t) =1 (]

Wzdr ten, choé znany byt Alexanderowi, nie zyskal przez wiele dekad uwagi matematykéw.
Moglo tak by¢, gdyz w pracy [12] znalazl sie on na samym koricu, pod nagléwkiem , twierdzenia
rézne”. Na nowo odkryt go Conway: chcac szybko liczyé wielomian Alexandera zaproponowat,
by reparametryzowaé go wzorem A(z?) = V(x — 1/2); z tego wzgledu funkcje V nazywa
sie czasem potencjalem Conwaya (robig tak Burde, Zieschang [64, s. 152]). Spelnia wtedy
zalezno$¢

Vi, () =Vi_(z) =2V, (z). (5.12)

Relacja ktebiasta wystarcza do wyznaczenia Ay, kazdego splotu na mocy lematu 3.2.2.
Fakt 5.1.12 Niech L bedzie splotem rozszczepialnym. Wtedy A (t) = 0.

Burde, Zieschang [64, s. 150] wyprowadzajg to z prezentacji Wirtingera.

Dowéd. Skorzystamy z relacji klebiastej. Niech Lo bedzie splotem rozszczepialnym z dwoma
ogniwami. Wtedy wezly L oraz L_ powstale przez dodanie skrzyzowania miedzy ogniwami
$3 tego samego typu, zatem

AL, —Ar

ALO - m - 0, (513)

a to chcieli$my udowodnié. |

Implikacja w drugg strone jest falszywa. Niech 0. = o205 202. Domkniecie warkocza
010+01030,01030403 Nie jest rozszczepialne, ale jego wielomian Alexandera jest zerem.
Warkocze poznamy w rozdziale pigtym.
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I Whiosek 5.1.13 Wielomian Alexandera nie odréznia od siebie niesplotéw.

Wady tej nie posiada wielomian Jonesa.

Wielomian Alexandera a niezmienniki numeryczne

Fakt 5.1.14 Niech L bedzie zorientowanym splotem. Wtedy |Ar,(—1)| = det L.

Dowdd. Wystarczy poréwnacé definicje dla Ay, (5.1.3) oraz det L (4.3.2). |

Fakt 5.1.15 Niech K bedzie weztem. Wtedy wielomian Alexandera zadaje ograniczenie
dolne na jego indeks skrzyzowaniowy:

span Ak (t) < cr K. (5.14)

By¢ moze istnieje bezposredni dowdd tej nieréwnosci, ale jedyne uzasadnienie, jakie
znamy, opiera sie na fakcie 6.2.20 oraz wniosku 6.2.24 — czyli wlasnosciach genusu.

Fakt 5.1.16 Tylko skoriczenie wiele wezléw alternujgcych moze mieé ten sam wielomian
Alexandera.

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze istnieje nieskoficzony ciag K, wezléw alternujacych o tym
samym wielomianie Alexandera A k (t). Wszystkie jego wyrazy maja ten sam wyznacznik,
poniewaz det K, = |A g (—1)|. Z faktu 4.3.3 wynika, ze indeks skrzyzowaniowy wezitéw K,
jest wspdlnie ograniczony: ¢, < det K,, = det K. To prowadzi do sprzeczno$ci: weztdéw
o danym indeksie skrzyzowaniowym jest tylko skoficzenie wiele. |

Wielomian Alexandera nie naktada zadnych ograniczen na liczbe gordyjska, wspominamy
o tym w dowodzie faktu 6.2.54. Mamy tez:

Fakt 5.1.17 Nie istnieje zwigzek miedzy liczba mostows oraz stopniem wielomianu
Alexandera.

Wiemy o tym z ksigzki Livingstona [274, s. 145].

Dowéd. Niech K bedzie nietrywialnym wezlem o trywialnym wielomiane Alexandera, na
przyktad 11471. (Wiemy o istnieniu takiego wezta z faktu 5.1.6). Wtedy suma spéjna n kopii
wezla K, K # K # ... # K, tez ma trywialny wielomian Alexandera, ale jej liczba mostowa

wynosi2n + 1.
Niech K, bedzie weztem (2, n)-torusowym. Wtedy deg(A(K,)) = n — 1 (to jest tresé
wniosku 7.5.21), ale wezet K, jest dwumostowy. |

Pochodna Foxa

Pojecie grupy wezla oraz jej prezentacji wprowadzamy pdzniej, wiec warto wrdcié tutaj dopiero
przy drugim lub nastepnym czytaniu! Sa dwa konkurencyjne podejscia do prezentowania
grupy wezla. Zgodnie z pomystem pochodzacym jeszcze od Dehna, mozna przypisywaé rozne
litery czterem cze$ciom plaszczyzny, ktére sa wycinane przez tuki skrzyzowania. Miedzy
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innymi pierwsza praca Alexandera byla bliska takiemu postepowaniu, ale dla oszczednosci
miejsca, nie opiszemy go wcale.

Alternatywne rozwiazanie kaze etykietowaé nie obszary ptaszczyzny, tylko tuki diagramu.
Klasyczne podreczniki teorii weztéw, takie jak [104] Crowella, macierz, a co za tym idzie, takze
wielomian Alexandera wprowadzajg wladnie w ten sposéb: przy uzyciu prezentacji Wirtingera
i pochodnej Foxa. Jak sugeruje tytul podsekeji, opiszemy teraz ten sposéb.

Fox opublikowal w Annals of Mathematics cykl pieciu artykuléw [136], [137], [138], [79],
[139] po$wieconych wolnemu rachunkowi rézniczkowemu. Definicja 5.1.18 jest tylko malym
wycinkiem tego cyklu.

Definicja 5.1.18 — pochodna Foxa. Niech G bedzie wolna grupa generowana przez (by¢
moze nieskoficzony) podzbidr {g; }icr. Odwzorowanie 8/9g; : G — ZG spelniajace trzy
aksjomaty:

9a; (e)=0 (5.15)
0
@(91) = 0ij (5.16)

B B
(u) +u 90 (v), (5.17)

gdzie 0;; oznacza delte Kroneckera, nazywamy pochodng czastkowa Foxa.

Ustalmy grupe G oraz jej prezentacje (X |R) = F/N, gdzie F' = (X jest wolna grupa,
za§ N to domkniecie normalne relacji R. Mamy wtedy kanoniczny rzut ¢p: F — G. Niech
G = G /|G, G oznacza abelianizacje, wtedy funkcja p*°: F — G*® jest dobrze okreglona.
Poniewaz nie prowadzi to do zamieszania, tych samych liter bedziemy uzywa¢ takze do funkcji
¢: ZF — ZG. Definiujemy teraz macierz Jacobiego wymiarun x n:

8ri
= (o(2)). -

oraz macierz J°, ktéra jest obrazem J nad ZG*®. W pierscieniu ZG® wyréznia si¢ idealy
generowane przez minory (wyznaczniki podmacierzy) rozmiarus x i w J*°. Ciag D1, Do, . . .
tych ideatéw jest z doktadnoscig do jakich$ technicznych szczegéléw niezmiennikiem, to
znaczy nie zalezy od prezentacji.

W szczeg6lnym przypadku, kiedy G jest grupa wezla, relacje r; pochodza z prezentacji
Wirtingera, za$ grupa G jest nieskoniczona, cykliczna. Niech  oznacza jej generator; wtedy
najwyzszy niezerowy ideal D; jest gléwny. Generator tego ideatu nazywamy wielomianem
Alexandera.

Rachunki s3 troche prostsze niz wydajg sie by¢. Wystarczy najpierw wykresli¢ z macierzy
J jedna kolumne oraz jeden wiersz, po czym podstawi¢ za wszystkie litery zmienna ¢ i policzy¢
wyznacznik. Otrzymaliémy znowu wielomian Alexandera!

Wolnemu rachunkowi rézniczkowemu poswiecony jest rozdziat 9 ksigzki Burdego, Zie-
schange’a [64, s. 140-160].

Roézniaste ré6znosci
Warunki Torresa Istnieje odmiana wielomianu Alexandera, ktéra liczy sobie tyle zmiennych,
ile ogniw posiada splot (nie opisywali$émy jej i nie zamierzamy). Klasyfikacje 5.1.5 mozna
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cze$ciowo uog6lnic: Torres [439] znalazt dwie geometryczne wlasnosci, nazwane pdzniej
warunkami Torresa. Sg warunkami koniecznymi, ale nie wystarczajgcymi, jak odkryt ponad
¢wieré wieku pézniej Hillman [185]: wielomian

(1= 2% ) (z —1+1/x) —2(1 — 2°y") (1 — ) (1 —y)

D -
(z,y) =y

(5.19)

spelnia warunki Torresa, ale nie jest wielomianem Alexandera zadnego splotu. Wspominajg o
tym krétko Burde, Zieschang [64, s. 150].

Unimodalne wspétczynniki Fox [140] podejrzewal, ze ciag wspbtezynnikéw wielomianu
Alexandera wezla alternujacego jest unimodalny. Dowdd podano dla weztdéw algebraicznych
(Murasugi [324]) oraz genusu dwa (Ozsvath i Szabd [349]). Hipoteza w ogdlnym przypadku
pozostaje otwarta. Wiemy natomiast, ze kolejne wspétczynniki wielomianu Conwaya wezta
alternujacego sg przeciwnych znakéw i niezerowe (Murasugi [328, s. 242] odsyta do swojej
wezesniejszej pracy [318], gdzie uzywa archaicznej nomenklatury: SCHLAUCHKNOTEN zamiast
wezléw satelitarnych jak w [400, s. 245]). Wynika stad, ze wezly (p, ¢)-torusowe dlap > g > 2
oraz pierwsze wezly satelitarne nie s alternujace.

Wielomian Jonesa

Drugi wielomianowy niezmiennik, jaki poznamy, spetnia bardzo podobng relacje klebiasta
(poréwnaj: 5.11 versus 5.45), co ten z poprzedniej sekcji. Zaczniemy od bardzo ogélnikowego
opisu algebry Temperleya-Lieba i $ladu Markowa; dwéch sktadnikéw w konstrukeji Jonesa.
Szczegbtowo zajmiemy sie pdzniejszym odkryciem Kauffmana, bo wykorzystat lubiane przez
nas diagramy i ruchy Reidemeistera. Opiszemy krétko, jak zmienia sie wielomian podczas
odbijania, odwracania i dodawania. Na koniec podamy dow4d I hipotezy Taita, wspomnimy
tez, jaka role wielomian Jonesa odegral w dowodzie pozostaltych dwdch hipotez.

Algebra Temperleya-Lieba i slad Markowa

Jones otrzymal swéj wielomian jako efekt uboczny badan nad algebrami operatoréw: wziagt
,$lad” pewnej reprezentacji warkoczy w algebre, ktéra miala wazne znaczenie w mechanice
statystycznej. Jego praca [203] jest bardzo zwiezla, nam o§wiecenie przyniosta dopiero ksigzka
Kauffmana [214, s. 85-103] oraz strona ,Aharonov—Jones-Landau algorithm” z angielskiej
Wikipedii. Dziekujemy jej kilkunastu autorom.

Definicja 5.2.1 — algebra Temperleya-Lieba. Niech R bedzie przemiennym pierscieniem,
w ktérym ustalono element § € R. Wtedy R-algebre T'L,, (0) generowana przez elementy
€1,...,en_1, ktore zwigzane sa relacjami

U? = oU;, (5.20)
U;Ui+1U; = Us, (5.21)
U;U; =U;U; (5.22)

dla|é — j| > 2, nazywamy algebrg Temperleya-Lieba.

TL, (7) daje sie przedstawi¢ przy uzyciu diagramdéw: prostokatéw, ktérych przeciwlegle
boki zawieraja po n punktéw polaczonych w pary tak, by uniknagé samoprzecieé. Mnozenie
elementéw algebry odpowiada sklejaniu dwoch diagraméw, przy czym kazda zamknieta petle
zamieniamy na dodatkowy czynnik d. To prawie sa warkocze.
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> S5 2O\

@1 (b) U1 (c) Uz (d) U102 (e U2Us

Rysunek 5.3: Diagramatyczne przedstawienie elementéw algebry T'L3 (6)

Mamy bojowe zadanie dla Czytelnika: narysowac sze$¢ diagraméw odpowiadajgcych trzem
relacjom z definicji 5.2.1.

Dla ustalonej liczby zespolonej A, niech funkcja pa: B, — TL,(8) bedzie zadana na
generatorach grupy warkoczy: p(o;) = AU; + A™'. Bezposredni rachunek pokazuje, ze
jeslid = —A? — A2, to pa jest reprezentacja.

Definicja 5.2.2 — algebra Jonesa. Niech R bedzie przemiennym pier§cieniem, zas 7
skalarem, ktéry komutuje ze wszystkimi innymi elementami. Wtedy R-algebre T'L,, (7)

generowang przez elementy e1, . . ., ep—1, Zwigzanymi relacjami
ei = e, (5.23)
€i€;+1€; = TE4, (5.24)
e;e; = eje; (5.25)

dla|i — j| > 2, nazywamy algebra Jonesa.

Kauffman pisze, ze algebry s ze soba zwiazane: jesli ustalimy swoja ulubiong algebre
Temperleya-Lieba, a potem polozymy e; = 6~ U, oraz 7 = §2, to aksjomaty Jonesa s3
spelnione.

Definicja 5.2.3 — $lad Markowa. Niech K bedzie elementem algebry Temperleya-Lieba
TL,(9), iloczynem generatordw e1, ..., en—1, ktérego domkniecie rozpada sie na m
sktadowych spéjnosci. Wielkosé

rK=56""" (5.26)

nazywamy $ladem Markowa elementu K.

Slad Markowa przedtuza sie liniowo do calej algebry Temperleya-Lieba i jest prawdziwym
$ladem: spetnia warunki tr(1) = 1 oraz tr(717%) = tr(T>T1). Ma tez dodatkows wlasnosé,
ze jesli w jest stowem naliterach ey, e, . . ., €i—1, to tr(we;) = 6" tr(w).

Jones skorzystal z twierdzen Alexandera i Markowa dotyczacych warkoczy, ztozyt ze soba
funkgje tr oraz p4 oraz znormalizowal wynik. Dostat tak niezmiennik splotéw L domknieé
warkoczy B:

VLA™Y = (=A)*" 5" (tropa)(B). (5.27)

Klamra Kauffmana

Klamra Kauffmana to wielomian Laurenta jednej zmiennej zdefiniowany w pracy [212] z 1987
roku, oparty na ruchach Reidemeistera. Dzieki swojej prostocie mégt by¢ odkryty na poczatku
XX wieku, nim jeszcze maszyneria teorii weztéw zostala rozwinieta.
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Poszukujemy niezmiennika dla splotéw o kilku prostych wlasnosciach. Przede wszystkim
zadamy, by nieweztowi przypisany byt wielomian 1: () = 1. Po drugie chcemy wyznaczaé
nawiasy znajac je dla prostszych splotéw, co zapiszemy symbolicznie:

<X>:A<> <>+B<:> (5.28)

Zalezy nam tez na tym, by méc dodaé do splotu trywialng sktadowa: (L UQ) = C(L). Prosty
rachunek pokazuje wplyw drugiego ruchu Reidemeistera na klamre:

()= eancsm (L yena() (02() (- o

Aby zachodzita ostatnia réwnosé wystarczy przyjaé B = A~", co wymusza na nas wartosé
trzeciego parametru: C' = —A% — A2, W ten sposéb odkrylismy definicje.

Definicja 5.2.4 — klamra Kauffmana. Wielomian Laurenta (D) dla diagramu splotu D
zmiennej A, ktory jest niezmienniczy ze wzgledu na gladkie deformacje diagramu, a przy
tym spelnia trzy ponizsze aksjomaty:

< O > =1 (5.30)
(X)=4() O+ () -~
<D - O > =(-A77 - A*)(D) (5.32)

nazywamy klamra Kauffmana.

Drugi aksjomat jest wariacjg na temat relacji ktebiastej.

Lemat5.2.5. Klamra Kauffmana kazdego diagramu wyznacza si¢ w skoiczenie wielu krokach.

Dowdd. Najprosciej dowies¢ tego indukeyjnie, ze wzgledu na liczbe skrzyzowan na diagramie
splotu. Baza indukgji to przypadek zero skrzyzowan, czyli niesplotéw. Zauwazmy, ze ostatni
(i pézniej pierwszy) aksjomat pozwala wyznaczy¢ warto$¢ klamry Kauffmana dla kazdego
niesplotu w tylu krokach, ile ogniw ma niesplot.

Pozostatl krok indukeyjny. Zatézmy, ze wyznaczylismy juz warto$ci klamry dla kazdego
diagramu o n skrzyzowaniach i chcemy j obliczy¢ dla kolejnego splotu z diagramem o n + 1
skrzyzowaniach. Pozwala na to drugi aksjomat, usuwajacy jedno ze skrzyzowan. |

Przedstawimy teraz wplyw ruchéw Reidemeistera na nasz nowy wielomian.

Lemat 5.2.6. Drugi i trzeci ruch Reidemeistera nie ma wptywu na klamre Kauffmana, pierwszy ruch

zmienia jg zgodnie z regulg:
0Q) =)

Dowdd. Pierwszy ruch Reidemeistera:

<K]>I§A<>Q>+A”<>O> (5.34)

Sy arcat-an(|)=-a() 639
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Dla drugiego ruchu:
()= a(5) (W)

2 () eat (L)
() eata() (eanat () e

-0 0

Dla trzeciego ruchu:

</\> (2

()0 (3 s

I Whiosek 5.2.7 Rozpieto$¢ klamry Kauffmana jest niezmiennikiem weztéw.

Pierwszy ruch Reidemeistera jest jedynym, co powstrzymuje klamre Kauffmana przed
byciem niezmiennikiem wezléw. Jezeli przypomnimy sobie, ze na mocy lematu 3.3.7 spin nie
jest niezmiennikiem z tego samego powodu, odkryjemy ,trik Kauffmana’: niedoskonato$ci
tych dwdch obiektéw znoszg sie wzajemnie.

Definicja 5.2.8 Niech L bedzie zorientowanym splotem. Wtedy wielomian Laurenta
V(L) € Z[t*'/?] okreslony przez

(5.41)

’

V(L) = [(=4)* (D)

$1/2_ 42

gdzie D to dowolny diagram dla L, nazywamy wielomianem Jonesa.

Sama klamra odegrata wazng role podczas unifikacji wielomianu Jonesa oraz innych
niezmiennikéw kwantowych. Korzystajac z niej, ruchéw i rachunku Kirby’ego (i by¢ moze
chirurgii Dehna) konstruuje sie niezmienniki Reszetichina-Turajewa, czyli co$ co nas przerasta
i czego nie opiszemy.

Fakt 5.2.9 Wielomian Jonesa jest niezmiennikiem zorientowanych splotéw.

Dowdd. Pokazemy niezmienniczoéé wyrazenia (—A)~>“(P)(D) na ruchy Reidemeistera.
Oznaczmy diagramy przed oraz po wykonaniu pierwszego ruchu Reidemeistera przez

D, := , Dy :=1]. (5.42)

/

Jak zauwazyliémy juz wczeéniej, 111 I1I ruch nie zmienia ani spinu, ani klamry Kauffmana.
Pozostalo sprawdzi¢ I ruch. Mamy:

(—A) 3 PUDy) = (—A) PP A)T(Dy) = (—A) TP (Dy), (5.43)

co koriczy dowdd. [ |
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Odréznianie weztéw i splotéw wielomianem Jonesa

Wielomian Jonesa czesto (chociaz nie zawsze) odréznia od siebie sploty lepiej niz wielomian
Alexandera. Na przyktad: wielomian Alexandera wszystkich splotéw rozszczepialnych jest taki
sam (stwierdzenie 5.1.12), wiec nie odréznia niesplotéw wcale. Dla poréwnania, wielomian

Jonesa odrdznia je wszystkie:

Fakt 5.2.10 Wielomianem Jonesa splotu trywialnego o n ogniwach jest

V(Kn) = (—x/i — \2)“_1 : (5.44)

Co wiecej, wielomian Jonesa odréznia od siebie dowolne dwa wezly pierwsze o co najwyzej
9 skrzyzowaniach. Dalej wystepujg juz kolizje, oto pelna ich lista do 10 skrzyzowari:

~

o 10 (=} - o D [=] — [l — ]

© ~N Il hy hy ~ 0 © I~ ~ 00 —

—~ 0 ~ =) o o o o o =] o o o o

K1 0 0 0 — — — — — — — — — — —
I <) © ) © < o 0

bl N 0 ied © o <+ — o © o [l o o}

— — — o0 0 — o o — 0 — o0 — —

o (=] (=} o (=] (=} o (=} (=} o o (=} o o

Ko — — — — — — — — — — — — — —

Jones wiedzial, ze wielomianowe niezmienniki nie radzg sobie z odréznianiem od siebie
mutantéw, dlatego zapytal, czy jego wielomian wykrywa niewezly. Pozostaje to otwartym
problemem do dzi$ (patrz na przyklad do zbioru probleméw Ohtsukiego [344, s. 381]).

Hipoteza 5.2.11. Niech K bedzie wezlem. Jesli Vi (t) = 1, to K jest nieweztem.

Co przemawia za prawdziwoscia hipotezy? Wiemy, ze jest prawdziwa w wielu szczegdlnych
przypadkach: dla weztéw alternujacych (wynika to z I hipotezy Taita 1.4.1), adekwatnych
(Lickorish, Thistlethwaite [266]), pétadekwatnych (duzo pézniej Stojmenow [427]), dodatnich
(takze Stojmenow, chyba w [420]) oraz prawie alternujgcych: wezet jest prawie alternujacy,
jezelinie jest alternujacy, ale odwrdcenie jednego skrzyzowania na pewnym diagramie sprawia,
ze takim sie staje (Lowrance, Spyropoulos [280]). Homologia Chowanowa stanowi uogélnienie
wielomianu Jonesa i wykrywa niewezet (patrz fakt 6.4.2).

Hipoteze zweryfikowano komputerowo dla weztéw o malej liczbie skrzyzowan. W latach
dziewieédziesigtych Hoste, Thistlethwaite, Weeks [191] zrobili to podczas tablicowania weztéw
spelniajacych cr K < 16. Wynik poprawiano: Dasbach, Hougardy [107] w1997 do cr K < 17;
Yamada [471] w 2000 do cr K < 18;wreszcie Tuzun, Sikora [452] w 2016 do cr K < 22, potem
(w [453]) w 2020 do cr K < 24. O$miordzeniowe procesory Intel Xeon L5520 z Uniwersytetu
w Buffalo potrzebowaly na to tgcznie 41,8 lat pracy.

Co przemawia za nieprawdziwoscig hipotezy? Najpierw Thistlethwaite w [434] wskazal
dwa sploty z dwoma oraz jeden z trzema ogniwami, ktérych wielomian Jonesa nie odréznia
od niesplotéw o takiej samej liczbie ogniw. Wynik bardzo szybko bardzo poprawiono: Eliahou,
Kauffman i Thistlethwaite w pracy [123] znaleZli nieskoficzong rodzine splotéw o tej samej
wlasosci. Kauffman znalazt duzo wczeéniej nietrywialny wezet wirtualny, ktérego wielomian
Jonesa jest trywialny.

Fakt 5.2.12 Niech k > 2bedzie liczba naturalng. Istnieje nieskoriczenie wiele pierwszych
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satelitéw splotu Hopfa z k ogniwami, ktérych wielomian Jonesa nie odréznia od niesplotu
z k ogniwami.

Relacja ktebiasta

Dotychczas wyznaczyliémy wielomian Jonesa jedynie dla splotéw trywialnych (fakt 5.2.10).
Dlaczego? Chociaz klamra Kauffmana to uzyteczne narzedzie podczas dowodzenia réznych
teoretycznych wiasnosci, niezbyt nadaje sie do obliczen, szczegélnie recznych. Na szczescie
wtedy z pomocg przychodzi:

Definicja 5.2.13 Niech L bedzie zorientowanym splotem. Wtedy wielomian Laurenta
Vi (t) € Z[t*1/?], ktory spetnia relacje kiebiasta

V(L) — V(L) + (¢ =WV (Lo) = 0 (5.45)
z warunkiem brzegowym V () = 1, nazywamy wielomianem Jonesa.

Symbole L, L_, Lo objaénione s3 przy definicji 5.1.10.

Dowdd. Wyrazmy wielomian Jonesa przez klamre Kauffmana i spin. Chcemy pokazaé, ze

AY(=A) T3 ED (L) (5.46)
— AT (=A) (L) (5.47)
+(A% = A7) (=A) ) (L) = 0. (5.48)

Alew(L+) = w(Lo) £ 1, zatem to jest réwnowazne z
—A(L)+ ALY 4 (A% — A7) (Lo) = 0. (5.49)
Z definicji klamry Kauffmana wnioskujemy, ze

(Ly) = A(Lo)+ A~ (L), (5.50)
(L) = A(Ls) + A" (Lo). (5.51)

Pierwsze réwnanie przemnézmy przez A, drugie przez A, a nastepnie dodajmy obydwa do
siebie. Wtedy otrzymamy

A(Ly) = A7H(L2) = A%((Lo) — (Lo)), 5.5

quod erat demonstrandum. |

Lustra, rewersy. Sumy

Wielomian Jonesa nie wykrywa orientacji splotu:

Fakt 5.2.14 Niech L bedzie zorientowanym splotem. Wtedy V' (rL) = V(L).

Dowéd. Aby obliczy¢ wielomian rewersu, wykorzystujemy te same diagramy kiebiaste, jak dla
zwyklego, a przy tym nie zmieniamy znaku zadnego skrzyzowania. [ |
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Wynika stad, ze wielomian Jonesa nie zalezy od orientacji wezla (wszak ten ma tylko dwie
orientacje). Ale jak pokazuje bezposredni rachunek, dla niektérych splotéw kazda orientacja
ogniw daje ten sam wielomian Jonesa (tak jest choéby dla splotu Whiteheada albo pierscieni
Boromeuszy), dla innych dostajemy rézne wielomiany (na przyklad dla splotu Hopfa).

I Whiosek 5.2.15 Wielomian Jonesa nie zalezy od orientacji wezla.
Ale czasami potrafi odréznié splot od jego lustra:
Fakt 5.2.16 Niech L bedzie zorientowanym splotem. Wtedy V (mL)(t) = V(L) (t™1).

(Prawie nikt nie chce podaé rozumowania tak szczeg6towego jak to ponizsze, ktére udato
sie nam skras¢ z niedostepnej dzis nigdzie pracy Gellerta [154, s. 12]). Samo sformulowanie
mozna znalez¢ miedzy innymi u Kawauchiego [219, fakt 10.4.4].

Dowdd. Zauwazmy, ze diagramy L_ oraz L. s3 wzajemnymi lustrami. Dlatego kazda relacja
klebiasta dla splotu postaci

V(L) () — V(L) () + (¢ =)WV (Lo)(t) = 0 (5.53)
odpowiada pewnej relacji dla lustra splotu:
—tV(L) )+t V(L)) + (2 =tV (Lo)(t) = 0, (5.54)
co po zamianie zmiennych ¢ + ¢! i przemnozeniu przez —1 daje
—t T VE)E D) +tVL)E) + 2=tV (L)) =0, (.59

co byto do okazania. |

I Whiosek 5.2.17 Jesli K jest wezlem zwierciadlanym, to wielomian Vi jest symetryczny.

Implikacja odwrotna nie zachodzi na mocy wniosku 6.2.48: wezel 940 ma symetryczny
wielomian Jonesa, ale niezerowg sygnature. Ponizej trzynastu skrzyzowan kontrprzykladéw
z niezerowg sygnatura jest 14 (942, 10125, 11n19, 11n94, 11ngs, 12a669, 12a1171, 12a1179,
12a1205, 12n362, 12n506, 12n562, 12n571, 12n821), Z ZEerowa — kole]'ne 28.

Whiosek 5.2.18 Jesli K jest weztem zwierciadlanym, to jego wielomian HOMFLY spelnia
réwnosé

P(a,z) = P(a™, 2), (5.56)
za$ wielomian Kauffmana:

F(a,z) = F(a ', 2). (5.57)

Dla tréjlistnika nie mamy réwnosci V (mL)(t) = V(L)(t '), zatem ten nie jest swym
lustrem. Weze$niejszy przykltad 2.1.5 opowiada, jak z duzo wiekszym wysitkiem pokazat to
samo Dehn. (To troche podejrzane, ale nie znamy zadnego innego dowodu!).

Réwnosé V(z) = V(—z) zachodzi dla wszystkich weztéw, zwierciadlanych lub nie.
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Fakt 5.2.19 Niech L1, L2 beda zorientowanymi splotami. Wtedy
V(L1 U L) = (=t =tV V(L)V (L2). (5.58)

Dowdd. Wybierzmy diagramy D;, Do dla splotéw L1, L2. Po podstawieniu t'/? = A~2

widzimy, ze chcemy pokazaé
(—A) 3PP (D Do) = (A2 — A7) (—A) B POFeP0)(p D) (5.59)
Oczywiscie w(D1 U D2) = w(Dy) + w(D2), wiec wystarczy udowodnié, ze
(D1 U Dy) = (—A* — A"*)(D1)(D5). (5.60)

Oznaczmy przez f1(D1), f2(D1) odpowiednio lews i prawg strone ostatniego réwnania.
S3 to wielomiany Laurenta, ktére zalezg tylko od D;. Aksjomaty Kauffmana pozwalajg na
pokazanie, ze obie funkcje maja nastepujace wlasnosci:

Fi(Q) = (—A* = A7*)(Ds) (5.60)

fi(D1uQ) = (—A2 - A_Q)fi(Dl) (5.62)

i) = Af00+ A7 [ (5.63)

Poniewaz powyzsze tozsamo$ci wystarczaja do wyznaczenia wartosci funkeji f; dla dowolnego
diagramu D1, dochodzimy do wniosku, ze fi = fs. To koficzy dowdd. |

Fakt 5.2.20 Niech K1, K> bedg zorientowanymi weztami. Wtedy

V(Kl#KQ) = V(K1)V(K2) (5.64)

Dowdd. Rozpatrzmy sploty

Relacja kiebiasta orzeka w tym przypadku, ze

V(K #KS) — tV(Ki#Ks) + (672 —t'/2)V (K, U Ks) = 0. (5.65)

Ostatni sktadnik sumy mozna rozwina¢ na mocy faktu 5.2.19. Po uporzgdkowaniu dostaniemy:
' — OV (E#KL) — (7 — )V (KD V(K2) = 0, (5.66)

a stad widaé juz prawdziwo$¢ dowodzonej tezy. |

Wartosci w pierwiastkach jednosci
Niech L bedzie splotem majgcym n ogniw, za$ V' jego wielomianem Jonesa. Wtedy wartosci
V (w) w niektdrych pierwiastkach jednosci sa zwigzane z innymi niezmiennikami weziéw.
I tak przyjmujac oznaczenie wy, = exp(2wi/k) mamy
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Fakt 5.2.21 Vi (ws) = 1.

Fakt 5.2.22 V(1) = (—2)*~ 1.

Dowdd. Jak wkrétce sie przekonamy, to proste wnioski z relacji ktebiastej. Explicite wskazat
je Jones [203, twierdzenie 14, 15]. [ |

Fakt 5.2.23 Pochodna w punkcie ¢ = 1 znika: V(1) = 0.

Dowbd. Jones [203, twierdzenie 16]. [ |

Fakt 5.2.24 Vi (we) = 0"~ - (v/3i)", gdzie r jest ranga pierwszej grupy homologii
podwéjnego rozgatezionego nakrycia L nad Z/3Z.

Przytycki [367, s. 200] pisze, ze T3 L = 3|V (we)|.

Dowdd. Znak + zostal wyznaczony przez Lipsona [269], praca ta zawiera tez odsylacz do pracy
Milletta, Lickorisha [263], ktérzy wyprowadzajg reszte wzoru. |

Fakt 5.2.25 Liczba trzy-kolorowar splotu L wynosi 3|Vz, (ws)|?.

Dowdd. Przytycki [368] (chociaz znal te réwnos¢ wezesdniej, [367, s. 200], gdzie pokazuje tez,
zesL = 3|FL(1,—1)|). [

Fakt 5.2.26 Jesli L jest wlasciwym splotem (indeks zaczepienia kazdej sktadowej o reszte
splotu jest parzysty), to Vi, (i) = (v/2)"~*(—1)**L. W przeciwnym razie V7, (i) = 0.

Dowdéd. Murakami [314], ta praca jest wyjgtkowo krétka (tylko 3 strony). |

Fakt 5.2.27 Niech L bedzie splotem z podwdjnym nakryciem p sfery rozgalezionym
nad ogniwami L, za$§ H; pierwszg grupa homlologii p. Jesli grupa H; jest torsyjna, to
Vi (—1) = |H1|; w przeciwnym razie Vz(—1) = 0.

Nie znamy dowodu tego faktu: Ohtsuki [344, s. 383] pisze tylko , It is known that | V7, (—1)|
is equal to the order of Hy (M2, 1,)”. 2 (

Nie jest znana topologiczna interpretacja wielomianu Jonesa (ktéra posiada wielomian
Alexandera) ani charakteryzacja poza warunkami koniecznymi z pieciu faktéw powyzej.



90 Rozdziat 5. Niezmienniki wielomianowe

Whiosek 5.2.28 Niech K bedzie weztem. Wtedy
V() =1, (5.67)
V(-1) = £detK, (5.68)
1 —1) =
o { dlaA(-1)=+1 mod8

. . (5.69)
—1 w przeciwnym razie

Poza powyzej opisanymi przypadkami, wartosci wielomianu Jonesa nie mozna znalez¢
w czasie wielomianowym od ilo$ci skrzyzowan na diagramie (jest to problem # P-trudny).

Hipotezy Taita

W tej podsekeji definiujemy stan oraz wygladzenie diagramu, nastepnie wyprowadzamy wzoér
o sumowaniu stanéw oraz dowodzimy prawdziwo$ci dwéch technicznych lematéw. Pozwoli
to oszacowaé rozpietos¢ wielomianu Jonesa, skad bezposrednio wynika juz I hipoteza Taita
1.4.1. Nie odbiega to znaczaco od podejscia Kauffmana [212]. Na koniec naszkicujemy krétko
dowody pozostalych hipotez.

Definicja 5.2.29 Waskie skrzyzowanie miedzy dwiema rozlacznymi cze$ciami diagramu

nazywamy przesmykiem.

Diagram, na ktérym nie ma zadnych przesmykéw, nazywamy zredukowanym.

Stowo przesmyk pochodzi z teorii graféw, skrzyzowanie jest przesmykiem dokladnie
wtedy, gdy odpowiadajaca mu krawedZ w grafie wezla jest przesmykiem, czyli jej usuniecie
zwieksza liczbe sktadowych spdjnosci. Tam uzywa sie takze okreslenia most, ktore u nas ma
juz zarezerwowane inne znaczenie. Poza tym w tej ksigzce nie ma graféw.

Definicja 5.2.30 — diagram spéjny. Diagram, ktérego nie mozna podzieli¢ na dwie
niepuste czesci niespotykajace sie na zadnym skrzyzowaniu, nazywamy spojnym.

Jezeli diagram nie jest spSjny, mozemy przesung¢ rozlaczne ogniwa na siebie przy uzyciu
II ruchu Reidemeistera. Hipoteza Taita méwi co$ o zredukowanych, spéjnych i alternujgcych
diagramach.

Definicja 5.2.31 — stan. Niech D bedzie diagramem splotu. Kazda funkcje s ze zbioru
skrzyzowar diagramu D o warto$ciach 41 nazywamy stanem. Sume wszystkich wartoéci
s oznaczamy |s|.

Definicja 5.2.32 Niech L bedzie splotem, D jego diagramem, za$ s stanem. Diagram
powstaly przez wygtadzenie wszystkich skrzyzowan zgodnie z ich stanem oznaczamy sD.
Nowy diagram sklada sie z pewnej liczby zamknietych, nieprzecinajacych sie krzywych.
Liczbe te oznaczamy |sD)|.
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Fakt 5.2.33 — o sumowaniu stanéw. Niech D bedzie diagramem splotu. Wtedy

(D) =) "(—A% — A7%)lsPIm1 glsl) (5.70)

s

gdzie sumujemy po wszystkich stanach s dla diagramu D.
Dla wygody wprowadzmy skrét (D | s) := (—A~2 — A2)IsPI=1 Alsl|

Dowéd. Oznaczmy prawg strone dowodzonej réwnosci przez [ D]. Pokazemy, ze spelnia ona
trzy aksjomaty Kauffmana z definicji 5.2.4, skad wynika juz, ze [D] = (D).

Pierwszy aksjomat (réwnos¢é 5.30) méwi o niewezle 0. Posiada on tylko jeden stan s dany
wzorem |s| = 0, zatem |sQ| = loraz [D] = (—A? — A723). A° = 1.

By pokazad, ze funkcja [ - | spelnia drugi aksjomat (réwno$¢ 5.31) zauwazmy, ze diagramy
DuQoraz D maja te same skrzyzowania, wiec mozemy utozsamiaé stany s dla D ze stanami
udla D UQ. Wtedy |u| = |s| oraz |u(D UQ)| = |sD| + 1. Zatem

DUQl=> (-4 - A’Q)‘“(D”O”’lA'“' (5.71)
_ Z(_Az _ A72)\SD\A\SI (5.72)
= (=A% - A7) D). (5.73)

Pozostal ostatni aksjomat, réwno$¢ 5.32. Bezposrednio z definicji mamy
A [ ) (} =5 (4% - A2y (=1 gl (5.74)

gdzie u przebiega wszystkie stany) (. Ale) (to Xz ustalonym skrzyzowaniem c wygtadzonym
dodatnio, co daje bijekcje miedzy wszystkimi stanami u diagramu ) (oraz tymi stanami s
diagramu X, dla kedrych s(c) = +1. Wtedy |s)X| = |u) (|, |s| = |u| + 1 oraz

a[) (] = ar—asy) (g (5.75)
_ Z (—A2 _1472)|s,\<\*114|5|7 (5.76)
s(c)=1

podobne rozumowanie pokazuje, ze

) — /
A! [ } _ 42— a2y X1 glsl .
>« ) (5.77)
s(c)=—1
Dodanie do siebie réwnan 5.76 oraz 5.77 koriczy dowdd. |

Zbadamy nastepnie dwa najprostsze stany dowolnego diagramu.

Definicja 5.2.34 Stan przypisujacy wartoé¢ +1 (—1) kazdemu skrzyzowaniu oznaczamy
S+ (8-).
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Niech D bedzie alternujacym, zredukowanym diagramem spéjnym. Wtedy wszystkie
jego skrzyzowania majg ten sam znak. Wybierzmy dla niego to uszachowienie, w ktérym
wszystkie skrzyzowania s3 dodatnie:

o 1 ul
| +1| | +1|

Nazywamy je uszachowieniem standardowym. Poréwnajmy wygtadzenie s+ D z s_ D:

S+D s_D

Zambkniete krzywe tworzace s+ D s3 brzegami jasnych obszaréw uszachowienia, podczas
gdy te tworzace s_ D stanowig brzeg ciemnych obszaréw. Zauwazmy jeszcze, ze na kazdym
skrzyzowaniu wystepuja cztery rzne ciemne i jasne obszary: gdyby pewien obszar dotykal tam
sam siebie, mieliby$my do czynienia w tym miejscu z przesmykiem, a zalozylismy przeciez,
ze diagram jest zredukowany.

Lemat5.2.35. Niech D bedzie spojnym diagramem splotu o n skrzyzowaniach. Wtedy
|s+D|+ |s—-D| < n+2, (5.78)
zréwnoscig, gdy diagram D jest alternujgcy i zredukowany.

Dowéd. Skorzystamy z indukeji wzgledem n. Latwo widaé prawdziwos¢ lematu dlan = 0.
Zalézmy, ze jest on prawdziwy dla wszystkich diagraméw o n — 1 skrzyzowaniach, nastepnie
ustalmy diagram D o n skrzyzowaniach.

Wybierzmy skrzyzowanie na diagramie D. Mozna je wygladzi¢ na dwa sposoby, jeden
z nich daje spéjny diagram D’. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze dzieje sie tak podczas
dodatniego wygtadzenia. Wtedy zachodzi |s4 D'| = |s+ D|,ale [s_D’'| = |s_D| £+ 1, gdyz
diagram s_ D’ powstaje z s_ D po zastapieniu pewnej czesci) (przez <. To rozrywa jedng
krzywa na dwa kawalki lub scala dwie krzywe w jedng. Z zatozenia indukcyjnego mamy

|s+ D]+ |s—D| = |s+D'| + |s-D'| £1 (5.79)
<(h—1)+2+1 (5.80)
<n+2. (.81

Zalézmy, ze diagram D jest spdjny, alternujacy i zredukowany. Nieréwnos¢ 5.80 jest tak
naprawde réwnoscia jako powtérzenie zatozenia indukcynego. Z drugiej strony zachodzi
|s—D’| = |s—D| — 1, poniewaz przejscie od s_ D do s_ D’ skleja dwa ciemne obszary:

_
IR
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Oznacza to, ze nieréwnos¢ 5.81 takze jest rdownoscia, quod erat demonstrandum. |

Lemat5.2.36. Niech D bedzie diagramem splotu o n skrzyzowaniach. Wtedy

maxdeg(D) < n — 2+ 2|s4 D| (5.82)
mindeg(D) > 2 —n — 2|s_D| (5.83)

z véwnoscig, jezeli D jest alternujgcy, zredukowany i spojny.

Dowdd. Poniewaz dowody tych nieréwnosci przebiegaja analogicznie, ograniczymy sie do
pierwszej z nich. Dla oszczedno$ci miejsca bedziemy pisa¢ M zamiast maxdeg.

Niech s bedzie dowolnym stanem. Istnieje wtedy ciag stanéw s = so, S1,...,8» = S,
w ktérym stan s;1 powstaje z s; przez zmiane wartosci w jednym ze skrzyzowan z +1 na —1.
Skoro diagram s;41 D uzyskujemy z s; D przez polaczenie dwdch zamknietych krzywych lub
podzial jednej krzywej na dwie czesci, mamy: |s; 41| = |s;| — 2 oraz |s;+1D| = |s; D] £ 1.
Whioskujemy stad, ze

M<D | 5i+1> = 2‘8i+1D‘ + |Si+1| —2 (5.84)
= (2|s:D| + |si| — 2) + (£2 — 2) (5.85)
< M(Dlsi). (5.86)

Powtarzajac odpowiednio wiele razy, dostajemy faricuch nieréwnosci
M(D|s)y=M(D|s)<...<M(D|so)y=M(D]|s4). (5.87)
Zauwazmy, ze dla kazdego stanu s zachodzi M (D|s) = 2|sD| + |s| — 2. Zatem
M(D |s) <2|s4+D|+|s| —2=2|s4+D|+n — 2, (5.88)

co koriczy dowéd pierwszej czesci lematu.

Zalézmy teraz, ze diagram D jest zredukowany, alternujacy i sp6jny. Chcemy pokazaé, ze
stan s+ dominuje nad pozostalymi: Zaden inny nie wnosi do sumy wyrazu z takim samym
najwyzszym wyktadnikiem. Czy warunek s # s implikuje M (D|s) < M (D|s4)? Dzieki
faficuchowi nieréwnosci wystarczy sprawdzi¢ to tylko dla tych stanéw s, ktére powstaja z s+
przez zmiane pojedynczej wartosci +1 na —1. Ale to juz jest oczywiste, gdyz s D otrzymujemy
przez sklejenie dwdch jasnych obszaréw s D. |

Mozemy wreszcie zaja¢ sie rozpietoscia wielomianu Jonesa. Uzyjemy rozpietosci:

Definicja 5.2.37 — rozpietosé. Niech f bedzie wielomianem Laurenta jednej zmiennej
X . Réznice miedzy najwyzsza i najnizszg potegg X wystepujacaw f,

span f = maxdeg f — mindeg f, (5.89)
nazywamy rozpieto$cia wielomianu f.

W Przyktad 5.2.38 span(—t+3 —1/t) =1— (1) = 2. .
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Fakt 5.2.39 Niech D bedzie spdjnym diagramem z n skrzyzowaniami zorientowanego
splotu L. Wtedy span V(L) < n, z réwnoscia dla zredukowanego i alternujacego D.

Dowdd. Pokazemy prawdziwo$¢ innego, réwnowaznego stwierdzenia: span(D) < 4n.Dwa
poprzednie lematy 5.2.35 oraz 5.2.36 mowig razem, ze

span(D) = M (D) — m(D) (5.90)
< (2ls4+D|+n—2)+ (2|s—D|+n—2) (5.91)
=2(|s+D|+ |s-D|)+2n—4 (5.92)
<2(n+2)+2n—4=4n. [ ]

Hipoteza 5.2.40 (Taita, pierwsza). Zredukowany, spdjny, alternujgcy diagram D zorientowanego
splotu L realizuje jego indeks skrzyzowaniowy.

Dowéd. Zalézmy nie wprost, ze istnieje diagram o mniejszej liczbie skrzyzowan. [ ]

Szukanie wielomianu Jonesa splotu bywa ucigzliwe, jednak czasami mozemy oszacowacé
jego rozpietos¢ korzystajac z nastepujacych nieréwnosci:

Whiosek 5.2.41 Niech L bedzie zorientowanym splotem ze spéjnym diagramem D, na
ktérym widaé n skrzyzowan. Wtedy

3w(D) — 2|s+D|+2 —n < 4m(V (L)) (5.93)
3w(D) 4+ 2|s—_D|+n—2>4M(V (L)), (5.94)
z ré6wnoécig dla zredukowanego i alternujacego D.
Dowéd. Wystarczy powolaé sie na definicje 5.2.8 oraz lemat 5.2.36. |

Porwali$my sie z motyka na storice obiecujac, ze uzasadnimy takze pozostale hipotezy.
Dowodu II hipotezy Taita nie ma tutaj, bo jest w pracy Kauffmana [212]. Dowdd III hipotezy
korzysta z r6znych technik: pracy Menasco o czterokrotnie przektutej 2-sferze w dopelnieniu
splotu, z wlasno$ci wielomianéw V' i F' znalezionych przez Thistlethwaite’a oraz niescisliwych
powierzchni z niepotudnikowym brzegiem... znowu, za duzo pisania.

Czwarta hipoteza wynika dla alternujacych wezléw z drugiej, poniewaz odbicie lustrzane
diagramu zamienia ze sobg dodatnie i ujemne skrzyzowania, a zatem neguje spin. Zalozenia,
ze wezel jest alternujacy nie mozna poming¢, patrz tekst za przykladem 2.1.8.

Fakt 5.2.42 Dlakazdego nieparzystegon > 15 istnieje pierwszy, zwierciadlany wezet K,
ktérego indeksem skrzyzowaniowym jest n.

Czekamy na publikacje pracy Stojmenowa [424] w recenzowanym czasopi$mie.
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Wielomian HOMFLY-PT

Po tym, jak Jones przedstawil $wiatu swéj wielomian w 1984 roku, matematycy zaczeli szukaé
jego uogélnienia zaleznego nie od jednej, lecz dwdch zmiennych. Pierwszym takim wezlowym
niezmiennikiem okazat sie wielomian HOMFLY. Jego nazwa pochodzi od szesciu odkrywcow:
Hoste, Ocneanu, Millett, Freyd, Lickorish, Yetter z pracy [146].

Dwa lata péZniej i niezaleznie od nich, Przytycki z Traczykiem otrzymal ten sam obiekt
w [371]. Michael McDaniel w artykule , Knots to You” pisze, ze czesto pomija sie litery PT (i méwi
owielomianie HOMFLY), poniewaz polska poczta byla spowolniona w latach osiemdziesigtych
przez ruch solidarno$ciowy i artykul [371] nie dotarl na czas do redakcji AMS!

Definicja 5.3.1 — wielomian HOMFLY. Niech L bedzie zorientowanym diagramem
splotu. Wielomian Laurenta P dwdch zmiennych, ktéry spelnia relacje klebiasta

l-Pp, +1"" P +m-Ppy=0 (5.95)

z warunkiem brzegowym P(()) = 1 oraz jest niezmienniczy na izotopie i trzy ruchy
Reidemeistera, nazywamy wielomianem HOMFLY.

Symbole L, L_, Lo objasnione sa przy definicji 5.1.10. Litery [, m pochodza od nazwisk
odkrywcow: Lickorisha i Milletta. To do$¢ mylace, ale niektérzy uzywaja innych zmiennych:

Definicja 5.3.2 — HOMFLY inaczej. a - PL+ —a P, =z Pr, . (Czasami zamiast
a pisze si¢ v).

Definicja 5.3.3 — HOMFLY jeszcze inaczej. a”l. PLJr —a-P,_=z-Pp,.
Definicja 5.3.4 — HOMFLY jednorodny. x - SL+ —y-Sp_ —2-8r,=0.

Jednorodny wielomian HOMFLY mozna znalez¢ na przykiad w [265, s. 10] albo [328, s. 231].
Murasugi podaje tam jako ¢wiczenie réwnosci:

P(a,z) = S(a™ ", a, 2) (5.96)
S(z,y,2) = P(Vy/z, 2/v/5y). (5.97)

Relacja klebiasta pozwala wywnioskowaé wlasnosci wielomianu sumy spdjnej i proste;j.
Potrzebowaé bedziemy lematu:

Lemat5.3.5. Wielomianem HOMFLY dla niesplotu o n ogniwach jest

P(U,) = (J“/l) . 5.99

m

Mozna potraktowac to jako proste éwiczenie z indukcji matematycznej, pozostawiam je
uwadze Czytelnika.
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Fakt 5.3.6 Niech L1, L, beda splotami. Wtedy

1+1/1
P(LluLg):—+T/-

P(Ly # Ly) = P(L1)P(La). (5.100)

P(L1)P(L2) (5.99)

Dowdd przebiega analogicznie do dowodu , multiplikatywnoéci” wielomianéw Alexandera
(fakty 5.1.9) oraz Jonesa (fakt 5.2.19, 5.2.20).
Patrz tezhttps://math.stackexchange.com/a/399405.

Dowdd. Kazdy splot L jest kombinacjg liniowa (o wspétczynnikach bedgcych wielomianami
w m oraz l) niesplotéw Uy, o réznej liczbie skltadowych k. Mamy wiec

L1 = ZakUk, Lo = Z brUy. (5.101)
k=1 k=1

Skorzystamy w tym miejscu zlematu5.3.5. Wynika z niego, ze P(U; ) P(U;) = P(Uiyj—1)

i bezposrednio
2n k-1

P(L1)P(L2) =Y > aibx—i P(Ux—1). (5.102)
k=1 i=1
Pozostalo spojrzeé na sume spdjng diagraméw L # Lo. Jedli usuniemy teraz wszystkie
skrzyzowania z diagramu L relacja kiebiasta, dostaniemy L1#Lo = >~} _, ar(Uk—1 U La2),
gdyz jedna z niezawezlonych sktadowych zostanie wchionieta do diagramu diagramu Lo.
Rozwijamy dalej i otrzymujemy

Lqi#Lo = Z ak <Uk1 @] Zkak> (5.103)
k=1 k=1

2n k—1
= Z Zaibk—iUifl JUk—; (5.104)
k=1 i=1
2n k—1
=> > aibk iUk, (5.105)
k=1 i=1
co koriczy dowdd. ]

Nie wiemy jeszcze, czy definicja 5.3.1 pozwala wyliczy¢ wielomian w skoficzenie wielu
krokach. Zauwazmy, ze wyznaczenie nawiasu Kauffmana bylo prostsze, poniewaz w kazdym
kroku liczba skrzyzowari ulegala zmniejszeniu. Teraz powotamy sie na lemat 3.2.2.

Fakt 5.3.7 Wielomian HOMFLY mozna wyznaczy¢ w skoficzenie wielu krokach.

Dowéd. Niech L bedzie splotem, ktérego wielomian HOMFLY prébujemy wyznaczy¢. Ustalmy
jego dowolny diagram i wybierzmy jedno ze skrzyzowan, ktére nalezy odwrécié, by uzyskaé
niesplot. Takie skrzyzowanie istnieje na mocy lematu 3.2.2. Poczatkowy diagram odpowiada
albo L4, albo L_ w relacji klebiastej dla tego skrzyzowania; jego wielomian jest réznica
wielomianéw pozostalych dwéch diagraméw (o mniejszej liczbie skrzyzowan!). Powtarzajac
procedure dojdziemy do splotéw trywialnych.

Jesli powolamy sie na wniosek 5.3.5, dowdd zostanie zakoniczony. [ |
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Poréwnajmy wielomian HOMFLY ze znanymi juz wielomianami Alexandera A oraz Jonesa
V. Zaden z nich nie jest mocniejszy od drugiego, istnieja pary wezléw rozréznialne przez
dokladnie jeden. Na przyktad 4, oraz 11n:19 maja rézne tylko wielomiany Alexandera, za$ 819
oraz 10143 rézne tylko wielomiany Jonesa.

Fakt 5.3.8 Wielomian HOMFLY jest mocniejszy niz wielomiany Jonesa i Alexandera
jednoczesnie.

Dowdd. Podstawiajacl = it~*, m = i(t~/? — t*/?) w definicji dostajemy relacje klebiasta
dla wielomianu Jonesa. Wielomian Alexandera otrzymamy ktadgc | = 4, m = i(t /2 —t1/2),
Stad wynika, ze wielomian HOMFLY jest co najmniej tak samo mocny jak A oraz V.
Wielomian HOMFLY odréznia 11333 od swojego odbicia, wielomiany Jonesa i Conwaya
nie, wiec jest istotnie mocniejszy. |

Pomimo swej mocy nie jest jednak niezmiennikiem zupelnym, nigdy nie odréznia od
siebie mutantéw (to fakt 7.2.22). Konkretne przyktady kolizji, tym razem nie mutantéw, to
51 oraz 10132, 8s oraz 10129, 816 oraz 10156 albo 1025 oraz 10s6. Co bardziej dramatyczne,
Kanenobu [206] wskazal przy uzyciu elementarnych metod (!):

Fakt 5.3.9 Istnieje przeliczalna rodzina weztéw, ktérej wszystkie elementy sa hiperbo-
liczne, tasmowe, rozwléknione, trzymostowe, o genusie 2 oraz nieodréznialne od siebie
wielomianem HOMFLY.

Niedowdd. Rozpatrzmy rodzine wezléw K (p, q), gdzie catkowite liczby p, ¢ oznaczaja ile razy
wykonano pelny skret wewnatrz prostokata:

[ )

p
A (
q

I tak zachowujac oznaczenia z pracy [206], mamy trzy lematy:
L K(p,q) = K(g;p)-
2. wezly K(p,q) i K(p', q') maja ten sam modut Alexandera wtedy i tylko wtedy, gdy
p—al=Ip"—q
3. wezly K(p, q)1 K (p’, ¢') maja ten sam wielomian Jonesa (HOMFLY) wtedy i tylko wtedy,
gdyp+aq=p"+q"

Wynika stad, ze wezly K (p, q), gdzie p > ¢, s3 parami rdzne.
Dalej, wezel K (p, q) jest zawsze trzymostowy (lemat 4); prawie zawsze hiperboliczny
(chyba ze p = ¢ = 0); zwierciadlany wtedy i tylko wtedy, gdy p + ¢ = 0. Autor twierdzi, ze
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dowdd widknistosci, tasmowosci i bycia genusu 2 zamiescil wezesniej w [205], ale to jest po
francusku. [ ]

Natomiast:

Fakt 5.3.10 Istnieje nieskonczenie wiele weztéw dwumostowych genusu g > 0 i nie-
skonczenie wiele rozwtéknionych wezléw dwumostowych, ale (dla ustalonego g) tylko
skoriczenie wiele rozwléknionych weztéw dwumostowych genusu g.

Wielomian HOMFLY jest niezmiennikiem splotéw zorientowanych, ale mozemy go uzy¢
takze do poréwnywania obiektéw bez orientacji. Jesli wielomiany dwdch splotéw, niezaleznie
od orientacji ich ogniw, s3 zawsze rdzne, to same sploty tez s3 rézne. Dunfield, Garoufalidis,
Szumakowicz, Thistlethwaite w [120] znalezli diagram pewnego wezla o 75 skrzyzowaniach,
ktdrego kablowe mutacje zachowuja wielomiany Jonesa oraz Alexandera, ale nie zachowuja
wielomianu HOMFLY. Wiadomo, ze jesli istnieje prostszy przyklad, to ma co najmniej 13
skrzyzowan.

Zaleta wielomianu HOMFLY jest to, ze czesto wykrywa chiralnoé¢ (wezet chiralny nie jest
réwnowazny swemu lustrzanemu odbiciu), ale nie odréznia enancjomeréw weztéw 942, 1045,
1071, 1091, 10104, oraz 10125. Wéréd weztéw do 10 skrzyzowan doktadnie dwa opieraja sie
testom chiralno$ci opartym na niezmiennikach HOMFLY oraz Kauffmana: 942 oraz 1071. Do
jej wykrycia potrzebna jest na przyklad SU (2)-teoria Cherna-Simonsa, wyjasniona w kolejnej
wersji tego skryptu.

Wielomian BLM/Ho

Na przetomie grudnia 1984 oraz stycznia 1985 roku, Nowinski zasugerowal uwzglednienie
czwartego diagramu w relacji klebiastej, poza L1, L_, Lo. Nie udalo sie uzyska¢ niezmiennika
splotéw. Sukces odniegli, dla niezorientowanych splotéw, mniej wiecej rok pézniej Brandt,
Lickorish, Millett [51] oraz Ho (w pracy doktorskiej [188]).

Definicja 5.4.1 — wielomian BLM/Ho. Niezmiennik zdefiniowany relacja klebiasta

Qr,(2) +Qr_(7) = 2(Qro () + QL. (%)), (5.106)

z warunkiem poczatkowym Q(Q) = 1 nazywamy wielomianem BLM/Ho.

Jest multiplikatywny. Nie odréznia luster ani mutantéw (patrz definicja 7.2.19) i potrafi
liczy¢ ogniwas: jeéli jest ich ¢, to najmniejsza potegy x wystepujaca w wielomianie @, jest
x'7°. Jego stopien nie przekracza indeksu skrzyzowaniowego.

Mamy ([51]) jawne wzory na warto$ci wielomianu BLM/Ho w czterech punktach:

Fakt 5.4.2 Niech L bedzie splotem. Wtedy Qr (1) = 1.

Fakt 5.4.3 Niech L bedzie splotem. Wtedy Q. (2) = (det L)?.

Fakt 5.4.4 Niech L bedzie splotem o c ogniwach. Wtedy Q1 (—2) = (—1)°".
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Fakt 5.4.5 Niech L bedzie splotem. Jezeli dwukrotne nakrycie L ma homologie modulo 3
wymiarud, to Qr(—1) = 3%

Jones zauwazyt pdzniej, ze wielomian @) dostarcza jeszcze jednej informacji na temat
homologii:

Fakt 5.4.6 Niech L bedzie splotem. Jezeli dwukrotne nakrycie L ma homologie modulo 5
wymiaru e, to Qr ((—1 £ V/5)/2) = 5%/2.

Co mozna powiedzie¢ o innych homologiach tego nakrycia? Niedawno Stojmenowi [418]
udato sie udowodni¢, ze liczac warto§¢ wielomianu @ w innym ustalonym punkcie nie mozna
dowiedzie¢ si¢ wiecej o homologiach modulo p.

Miyazawa [300] znalazl nieskoriczenie wiele weztéw i splotéw o trywialnych wielomianach
Q (BLM/Ho) oraz V (Conwaya), ale réznych wielomianach HOMFLY-PT. Tylko dwa wezty
pierwsze o co najwyzej 16 skrzyzowaniach maja trywialny wielomian @, sa to 16n3s9s41 oraz
16n49177s.

Kanenobu w pracy [207] podal prosty test potrafigcy czasem wykrywaé, ktére wezly nie s3
dwumostowe. Jak pisze Stojmenow w [415]:,, The converse of this criterion turns out not to be true;
(...) these examples have been suggested by empirical calculations (...), which nevertheless reveal 5.107
to be a surprisingly powerful test”. Jako$¢ testu mozna ocenié¢ patrzac na wezly o malej liczbie
skrzyzowan. Po pierwsze, wykrywa wszystkie niewymierne wezly pierwsze co najmniej do
10 skrzyzowan oraz rozstrzyga o wymiernoéci dowolnego pierwszego, alternujacego wezla
co najmniej do 16 skrzyzowand. Zawodzi natomiast dla nastepujacych weztéw pierwszych do
15 skrzyzowan: 121879, 122037, 137750, 137960, 1433787, 1443535, 1444370, 1446672, 1446862,
15157719, 15168643, 15233158, 15247180.

Fakt 5.4.7 Je$li L jest splotem dwumostowym, to

(—u—u Qr(—u—u"") =1 =2(Ve (u)Ve(u™") — 1). (5.107)

Jednoczeénie:
Hipoteza 5.4.8. Réwnos$¢ 5.107 nie zachodzi dla zadnego wezla ztozonego.

Stojmenow [415, s. 474] zauwaza, ze je$li hipoteza jest falszywa, to kontrprzyktad do niej
musi by¢ niealternujacy, co wynika z prac Menasco [294], Kidwella [222] i Thistlethwaite’a
[432]. Praca [415, s. 477] konficzy sie postawieniem jeszcze jednego problemu:

Hipoteza 5.4.9. Niech K1, K> bgdg dwoma weztami o tym samym wielomianie F' Kauffmana. Czy
mozliwe jest, by jeden z nich byt weztem wymiernym, zas$ drugi niewymiernym?

Wiadomo, ze zaréwno wérdd weziéw wymiernych, jak i niewymiernych, istniejg wezly

nierozréznialne od siebie przy pomocy wielomianu F' Kauffmana. Opisujemy go w kolejnej
sekgji.

Wielomian Kauffmana

Mniej wiecej w tym samym czasie, gdy odkryto wielomian BLM/Ho, Kauffman [213] opisal
spos6b, jak uogdlni¢ ten niezmiennik do odrézniajacego lustra. Wielomianu F' Kauffmana
nie nalezy myli¢ z klamrg Kauffmana (.. .)!
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Definicja 5.5.1 — wielomian Kauffmana. Niech L bedzie zorientowanym splotem, za§ D
ustalonym diagramem o spinie wr D. Istnieje wielomian A(L) wyznaczony przez relacje
ktebiastg (z oznaczeniami jak na stronie 78)

ALy) +AL-) = 2 - (A(Lo) + A(Loo)) , (5.108)

ktéry jest niezmienniczy wzgledem IIi III ruchu Reidemeistera, spetnia réwnosci:

80Q)=2()=00)

oraz warunek brzegowy A(Q) = 1. Wtedy wielomian dwéch zmiennych
Fr(a,z) =a "PAD), (5.110)
nazywamy wielomianem Kauffmana. Jest niezmiennikiem splotéw.

Jego zwiazki z wielomianem HOMFLY pozostaja nieznane. Wiemy natomiast, ze

Fakt 5.5.2 Wielomian BLM/Ho jest szczegdlnym przypadkiem wielomianu Kauffmana,
mamy réwnosc¢

Q(z) = F(1,x). (5.111)

Fakt 5.5.3 Wielomian Jonesa jest szczeg6lnym przypadkiem wielomianu Kauffmana,
mamy rownos¢
V(t) = F(—t=3/4 714 4 ¢4, (5.112)

Rozpatrzmy relacje klebiastg Ay — A_ = z(Ao — A ). Prowadzi ona do wielomianu
,»2 Dubrownika”: Kauffman na pocztéwee napisanej do Lickorisha z Dubrownika w 1985 roku
opisat ten wielomian sgdzac, ze jest to nowy, niezalezny od F' niezmiennik.

Niezmienniki Wasiljewa

Niezmienniki Wasiljewa (znane takze jako niezmienniki skoniczonego typu) umozliwiaja
radykalnie nowe podejscie do weztéw. Okoto 1989 roku odkryli je niezaleznie Wiktor Wasiljew,
w oparciu o teorie osobliwos$ci, oraz Michail Gusarow, metodami kombinatorycznymi. My
przedstawimy to drugie podejscie. Niezmienniki Wasiljewa najlepiej zrozumie¢, jesli ostabimy
troche definicje wezta i bedziemy rozwazaé takze krzywe z samoprzecieciami.

Uwazamy, Ze przyjemnym wprowadzeniem do niezmiennikéw Wasiljewa jest artykul [81]
Czmutowa. Za najlepsze uwaza sie prace [22]: Bar-Natan, jej autor, pozostaje do dzi$ jedna
z najwazniejszych oséb dla rozwoju tego dzialu matematyki. Oprécz tego jest jeszcze pieknie
zilustrowana ksiazka [87] dwéch rosyjskich i jednego nierosyjskiego matematyka, bedaca
obszernym kompendium wiedzy o weztach osobliwych.

Szkielet sekcji oparliémy o pietnasty rozdziat podrecznika Murasugiego, [328].

Definicja 5.6.1 — wezet osobliwy. Niech f: S* — R bedzie kawalkami liniows funkcja,
ktéra jest réznowartosciowa poza skoficzenie wieloma punktami. Zatézmy dodatkowo, ze

« wlékna — przeciwobrazy punktéw — funkgji f s3 co najwyzej dwuelementowe;
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- jezeli dwa rézne punkty majg ten sam obraz, to wezet K = f(S*) przecina si¢ tam
pod katem prostym.

Obraz funkeji f nazywamy weztem osobliwym.

Gdy uzywamy stowa wezet, nigdy nie mamy na mysli wezla osobliwego. Punkt, gdzie wezel
osobliwy tnie samego siebie, nazywamy wierzchotkiem i oznaczamy pogrubiong kropkg:

Rysunek 5.4: Diagram totalnie przypadkowego wezla z jednym osobliwym skrzyzowaniem

Odpowiednikiem definicji 1.1.8 dla wezléw osobliwych jest

Definicja 5.6.2 — ptaski dysk. Niech A bedzie wierzchotkiem wezta osobliwego K, Ba
jego malym domknietym otoczeniem, za$§ P4 plaszczyzna, ktéra zawiera By N K, maly
fragment wezta wokét wierzchotka. Dysk P4 N B4 nazywamy plaskim dyskiem wokét
wierzchotka A.

Definicja 5.6.3 Dwa osobliwe wezly K, L s réwnowazne, co zapisujemy jako K = L,
jesli istnieje zachowujacy orientacje homeomorfizm ¢ przestrzeni R* w siebie, ktéry
przenosi jeden wezel na drugi: ¢(K) = L oraz indukuje bijekcje miedzy rodzinami
ptaskich dyskéw K'i L.

Ten drugi warunek gwarantuje nam, ze skrzyzowania wokét podwdjnych punktéw nie
ulegng zniszczeniu. Mamy tez osobliwe twierdzenie Reidemeistera:

Fakt 5.6.4 Dwa osobliwe diagramy s3 réwnowazne doktadnie wtedy, kiedy mozna miedzy

nimi przej$é przy uzyciu ciagu izotopii otaczajacych, ruchéw Reidemeistera, operacji 24
oraz Qs.

(@) ruch Q44 (b) ruch Q4e

1%

Rysunek 5.5: Dwa osobliwe warianty III ruchu Reidemeistera

(Ciag dalszy z poprzedniej strony)
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XX

Rysunek 5.6: Osobliwy wariant ruchu flype, Qs

Uwaga: ufamy pracy Nelsona, Oyamaguchiego, Sazdanovic [338] gdzie pokazano, ze ten
zestaw ruchéw jest minimalny. Natomiast Murasugi podaje tylko jedng nows operacje, wydaje
nam sie, ze wszyscy nie moga mie¢ jednoczes$nie racji.

Zal6zmy teraz, ze mamy jakis niezmiennik weztéw v o wymiernych wartosciach i chcemy
przedluzy¢ go do niezmiennika ¢ weztéw osobliwych. Najprosciej zrobi¢ to rekurencyjnie.
Niech ¢ bedzie juz okreslony dla osobliwych wezléw o co najwyzej n — 1 wierzchotkach
i wybierzmy dowolny wezet i diagram o n wierzchotkach. Okazuje sie, ze jezeli potozymy

to dostaniemy dobrze okreslong funkcje: jezeli L = K jest tym samym osobliwym wezltem
z innym diagramem, to (L) = ©(K). Funkcje ¥ nazywamy niezmiennikiem osobliwym
indukowanym przez niezmiennik weztéw v.

Definicja 5.6.5 — rzad niezmiennika. Niech v bedzie niezmiennikiem osobliwym, za$
n liczbg naturalng. Méwimy, Ze v jest niezmiennikiem Wasiljewa rzedu co najwyzej n,
jesli dla dowolnego osobliwego wezta K o n + 1 wierzchotkach zachodzi v(K) = 0. Jesli
dodatkowo v nie jest rzedu co najwyzej n — 1, to méwimy, ze jest rzedu dokladnie n.

Niezmienniki Wasiljewa matych rzedéw

Pokazemy najpierw, jakie sg niezmienniki Wasiljewa rzedéw od 0 do 3.

Fakt 5.6.6 Kazdy niezmiennik Wasiljewa rzedu 0 jest funkcjg stals.

Dowdd. Niech v bedzie niezmiennikiem rzedu zero, ktéry znika na kazdym osobliwym wezle
o jednym wierzchotku. Relacja kiebiasta méwi, ze v(JX) = v()X), to znaczy odwrdcenie
dowolnego skrzyzowania nie zmienia warto$ci niezmiennika.

Z lematu 3.2.2 wiemy jednak, ze kazdy wezet mozna zmieni¢ w niewezet odwracajac
niektére skrzyzowania. Wynika stad, ze v(K) = v(Q) dla kazdego osobliwego wezta K, co
nalezato udowodnicé. |

Kazda zespolona krotno$¢ niezmiennika Wasiljewa znowu jest takim niezmiennikiem.
Niezmienniki rzedu zero tworza przestrzen liniowa wymiaru 1 nad cialem C, zatem mozemy
krétko (choé nie doktadnie) powiedzieé, ze jest jeden niezmiennik rzedu zero.

Fakt 5.6.7 Nie istnieje niezmiennik Wasiljewa rzedu 1.
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Fakt 5.6.8 Istnieje doktadnie jeden niezmiennik Wasiljewa rzedéw 2.1 3.

Dowdéd. Murasugi [328, s. 315-320] uzywa diagraméw cieciw, wprowadzimy je pézniej. W

Czas na gar$¢ przykladéw niezmiennikéw skoriczonego typu oraz niezmiennikéw, ktére
nie s3 skoriczonego typu.

Niezmienniki, ktére sa skonczonego typu

Polyak, Viro [362] pisza, ze jedyny niezmiennik Wasiljewa rzedu 2 to
1 "
va = 5A"(1) (5.114)

i ze wystepuje pod nazwg ,niezmiennik wezléw Cassona”. Modulo 2 to niezmiennik Arfa.

B Przyktad 5.6.9 Niech K bedzie wezlem, zas Vi (t) = 3, V2r2°* jego wielomianem
Conwaya. Wspétczynnik Vs, indukuje niezmiennik Wasiljewa rzedu dokladnie 2k. [

Dowéd. Czmutow [81] poréwnat ze sobg relacje klebiasta dla wielomianu Conwaya oraz dla
niezmiennikéw Wasiljewa. Wynika z tego, ze wielomian Conwaya osobliwego wezla, ktéry
ma m punktéw podwdjnych, musi by¢ podzielny przez 2™, zatem cay, jest niezmiennikiem
rzedu co najwyzej 2k. To bylo proste.

Nieproste jest pokazanie, dlaczego rzad tego niezmiennika wynosi dokladnie 2k. Dokonat
tego Bar-Natan [21] jeszcze w latach dziewiecdziesiatych ubieglego wieku. |

Lin oraz Wang [268] w 1994 roku na podstawie niezmiennikéw malych rzed6w, to jest v
oraz vs, brawurowo wysuneli hipoteze: istnieje uniwersalna stata C' taka, ze

lor (K)| < C(er K)*. (5.115)

Hipoteze wkrétce udowodniono, najpierw dla weztéw (Bar-Natan [23]), nieco pdZniej
takze dla splotéw (Stojmenow [416]). Warto$é stalej C trudno obliczyé, dlatego Stojmenow
[344, problem 1.17] zaproponowal ograniczenie sie do przypadku vy = V.

Hipoteza 5.6.10. Niech L bedzie splotem. Wtedy
(cr L)*
2k k!

Nieréwnos¢ jest nietrywialna tylko dlasplotu Lz k + 1,k — 1, . .. sktadowymi; trywialna
dlak = 0,latwadla k = 1 (wtedy V1 jest indeksem zaczepienia splotéw o dwdch sktadowych)
oraz udowodniona dla weztéw i k = 2 przez Polyaka, Viro [362] na poczatku wieku.

V(L) <

(5.116)

B Przyktad 5.6.11 Niech K bedzie wezlem, za$ Vi (t) jego wielomianem Jonesa. Podstawmy

2 3
ti=e®=1+a+ 2+ 2 4. (5.117)
2 6
a nastepnie rozwinimy wynik w szereg Taylora:
Vic(e®) = bra®. (5.118)
k=0

Wsp6tezynnik by, indukuje niezmiennik Wasiljewa rzedu co najwyzej k. [
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Ten i podobne wyniki dla wielomianéw HOMFLY, Kauffmana uzyskata Birman z Linem
[34], gdzie znacznie uproscili oryginalne techniki Wasiljewa. Patrz tez [81, s. 56].

B Przykfad 5.6.12 — s. 311 w [328]. Niech K bedzie wezlem, za$ f(t) rozwinieciem Taylora
wielomianu Jonesa Vi (t) w punkcie t = 1:

F&)=> et —1)" (5.119)
k=0
Wspdtezynnik ¢, indukuje niezmiennik Wasiljewa rzedu co najwyzej k. [

Niezmienniki, ktére nie sg skoinczonego typu

P6jdzmy teraz w $lad za Murasugim i zdefiniujmy nieskoriczona rodzine wezléw osobliwych
Kp, q], gdzie pjest liczbg wierzcholkdéw singularnych, za$ |q| liczbg klasycznych skrzyzowad.
Jedli ¢ < 0, wszystkie klasyczne skrzyzowania odwracamy:

‘ -~

<
<%

Rysunek 5.7: Wezel osobliwy K[p, ¢] dlap = 5,¢ = +3.

Fakt 5.6.13 Nastepujace funkcje: indeks skrzyzowaniowy cr, liczba gordyjska u, liczba
mostowa br, indeks warkoczowy b, genus g, sygnatura o nie s3 niezmiennikami Wasiljewa.

Wynik byt znany juz wlatach 90., na przyktad Birman, Lin [34] pokazali, ze liczba gordyjska
nie jest niezmiennikiem Wasiljewa.

Dowéd. Dowdd dla sygnatury jest w podreczniku Murasugiego [328, s. 312]. Natomiast zaden
z pozostalych niezmiennikéw nie znika na osobliwym wezle K'[n + 1, n] (cwiczenie). |

Diagramy cieciw, ukfady ciezaréw, algebra chinskich znakéw

Okazuje sie, ze warto$¢ niezmiennika Wasiljewa v nie zalezy wprost od tego, jak zaplgtany
jest wezel osobliwy K, ale od tego, jak ulozone sg wierzchotki wzdluz wezla. Standardowg
metoda kodowania tej informacji jest diagram cieciw.

Definicja 5.6.14 — diagram cigciw. Zorientowany okrag razem z 2n punktami lezacymi
na nim (oraz polaczonymi w pary) nazywamy diagramem cieciw rzedu n, albo stopnia n.
Dwa homeomorficzne z zachowaniem orientacji diagramy uznajemy za takie same.



5.6 Niezmienniki Wasiljewa 105

QOO
QOO0
QOO0
LOOO
DOOO
OO0

QOO

Rysunek 5.8: Wszystkie dwadziescia sze$¢ diagraméw cieciw stopnial, 2,3, 4

Jak zamienié¢ wezet osobliwy w diagram cieciw? Wybierzmy dowolny punkt na wezle, rézny
od wierzchotka i przemierzmy wezel. Mijanym skrzyzowaniom przypiszmyliczby 1, 2, .. ., 2n.
Nastepnie na okregu zaznaczmy kolejno te same punkty 1, 2, ... 2n. Wreszcie potagczmy ze
sobg liczby, ktére wystepuja na tych samych skrzyzowaniach.

Fakt 5.6.15 Niech K1, K> beda dwoma osobliwymi wezlami o tym samym diagramie
cieciw, za$ v niezmiennikiem Wasiljewa. Wtedy v(K1) = v(K?2).

Dowdd. Umieéémy wezly osobliwe K1, K2 w przestrzeni tak, by ich wierzchotki oraz obie
galezie wychodzace z wierzchotkéw lezaly tak samo. Wtedy mozna tak zdeformowa¢ tuki
K1, by jedynymi osobliwo$ciami, jakie sie pojawig lub znikng, byly podwdjne punkty. Teraz
relacja klebiasta Wasiljewa méwi, ze warto$¢ v nie zmienia sie podczas tego procesu, zatem
v(K1) = v(K2), co nalezalo okazaé. |

Definicja 5.6.16 — symbol niezmiennika. Niech v bedzie niezmiennikiem Wasiljewa.
Obciecie v do zbioru weziéw osobliwych o dokladnie n wierzchotkach traktowane jako
funkcja ze zbioru diagraméw cieciw nazywamy symbolem tego niezmiennika.

Jesli v1, v2 s3 niezmiennikami Wasiljewa rzedu co najwyzej n o tych samych symbolach, to
ich réznica jest niezmiennikiem rzedu co najwyzej n — 1. Oznacza to, ze przestrzei Vy, /Vn—1
pokrywa sie z przestrzenia wszystkich symboli niezmiennikéw Wasiljewa rzedu co najwyzej
n. Zbiér diagramoéw cieciw rzedu n jest skoriczony, wiec przestrzen funkcji na tym zbiorze
tez jest skoficzona, a zatem przestrzenie V), sa skoriczonego wymiaru.

Stojmenow w [416] znalazl jako$ciowy wynik bez praktycznego znaczenia (poniewaz juz
dla k = 4 musieliby$my znaé wszystkie wezly o 36 skrzyzowaniach, a tych jest tak duzo, ze
predzej skonamy niz poznamy pelng ich liste). Doktadniej:

Fakt 5.6.17 Kazdy niezmiennik Wasiljewa rzedu k jest jednoznacznie okreslony przez
wartosci, jakie przyjmuje na alternujacych weztach o co najwyzej 2k + k skrzyzowaniach.
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Symbol nie jest byle jaka funkcjg, spelnia dwie relacje:

o - NNy Ay

Rysunek 5.9: Relacje ,one-term” (1T) i , four-term” (4T)

Diagramy moga mie¢ wiecej cieciw z koficami tam, gdzie linia jest kropkowana, natomiast
wszystkie korice cieciw na czarnych, pogrubionych tukach zostaly zaznaczone explicite.

Zastosowali$my tutaj maly skrét dla oszczednosci miejsca: oczywiscie nie umiemy jeszcze
odejmowac od siebie diagramoéw, dlatego powyzsze relacje nalezy rozumie¢ tak, ze na kazdym
diagramie liczymy symbol niezmiennika i poréwnujemy tak otrzymane liczby zespolone.

B Przykfad 5.6.18 Mamy:

0-0 00O -

(na mocy relacji 1T i 47T).

Definicja 5.6.19 — ukfad ciezaréw. Funkcje okreslong na zbiorze diagraméw n cieciw,
ktéra spetnia relacje 1T oraz 4T, nazywamy uktadem ciezaréw.

Okazuje sie, ze wszystkie zaleznosci, jakie wystepujg miedzy niezmiennikami Wasiljewa,
s3 konsekwencjami relacji 1T oraz 4T. Méwi o tym glebokie twierdzenie Koncewicza:

Fakt 5.6.20 Kazdy uklad ciezaréw jest symbolem pewnego niezmiennika Wasiljewa.

Dowdd. Koncewicz w [240]. |

Z tego, co napisaliémy wyzej wynika, ze wszystkie informacje o niezmienniku Wasiljewa
mozna zakodowaé w postaci tak zwanej ,tablicy rzeczywisto$ci”. Dla kazdego diagramu cieciw
wybiera sie reprezentanta, wezel osobliwy, oraz podaje warto$¢ niezmiennika na tym wezle.
Jest to pieknie zilustrowane w [87, sekcja 3.7].

Definicja 5.6.21 — chinski znak. Spdjny graf ztoZony z pojedynczego zorientowanego
okregu oraz pewnej liczby niezorientowanych, kreskowanych linii, ktore moga sie spotykac
w jednym z dwéch typéw wierzchotkdw:

« wewnetrznych wierzchotkach, gdzie spotykajg sie trzy kreskowane linie;
. zewnetrznych wierzchotkach, gdzie kreskowane linie koriczg sie na okregu.
Wierzchotki wewnetrzne s3 zorientowane w lewo lub prawo.
Diagramy cieciw modulo relacja 4T jest tym samym, co algebra chiriskich znakéw modulo

relacja STU. W tej drugiej spelnione sa jeszcze relacje AS oraz IHX, nie mamy sily tego rysowac,
ale wszystko mozna znalez¢ w pracy Bar-Natana [22].
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Niezmienniki Wasiljewa wyzszych rzedéw

(Na podstawie poczatku pracy Czmutowa [81]). Niech V,, bedzie zbiorem niezmiennikéw
Wasiljewa rzedu co najwyzej n, o warto$ciach w zbiorze liczb zespolonych C. Z definicji 5.6.5
wynika, Ze V,, jest przestrzenia wektorowa nad cialem C oraz V,, C V, 41 i mamy rosnaca
filtracje

(G

VoCWViCWV,C...CV:= V. (5.121)

0

n

Oznaczmy wymiar przestrzeni V,, /V,_1 przez d,,. Dla wyzszych rzedéw nie dos¢, ze nie
znamy dokltadnych wartosci ciggu d,,, to dolne i gérne ograniczenia asymptotyczne sg od
siebie bardzo rézne: gérne jest niemalze silnig, dolne natomiast jest podwyktadnicze.

Fakt 5.6.22 d, < (2n — 1)!l.

Dowdd. Na tyle sposobéw mozna narysowaé n cieciw wewngtrz okregu. |

Fakt 5.6.23 d, < (n — 1)L

Dowéd. Czmutow, Duzin [82] zauwazajg, ze jesli A,, oznacza przestrzen generowang przez
wszystkie diagramy cieciw modulo relacje 1T 1 4T, to dim V,, /V,,—1 < dim A,,. Wprowadzaja
diagramy z kregostupem: cieciwg, ktdra tnie wszystkie inne cieciwy, po czym pokazuja, ze
kazdy diagram jest réwnowazny diagramowi z kregostupem.

Fakt 5.6.24 d,, < 2(n —2)!.

Niedowod. Ng [341] jako produkt uboczny: klasy abstrakcji wezléw, ktére nie sa odréznialne
niezmiennikami Wasiljewa rzedu co najwyzej n tworza wolng grupe abelowg, zawiera ona
pewng podgrupe weztéw tasmowych indeksu 2. |

Fakt 5.6.25 Ciag d,, ro$nie wolniej niz n! - 1.1™.

Niedowéd. Stojmenow [414]. |

Fakt 5.6.26 dy < n!/(2log2+ O(1))".

Niedowdd. Bollobds, Riordan [41] korzystaja z technik i nomenklatury Stojmenowa. |

Fakt 5.6.27 Niecha < %71’2 bedzie stalg. Wtedy

Vn <n!

dim —.
Vi1 ~ a™

(5.122)
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Dowdd. Zagier [473] znalazl to ograniczenie przy uzyciu szeregéw Dirichleta: zauwazyt, ze
liczba diagraméw cieciwowych wystepuje jako wspdtezynnik w asymptotycznym rozwinieciu
wokét g = 1 funkeji

oo}

Fl@=) (1-q)-(1-¢)-...-(1—-q"), .123)

n=0

ktoéra jest radialna granica pochodnej rzedu pét, co jakos (?!) sugeruje zwiazki z teoria calek
Eichlera form modularnych. |

Zanim przejdziemy do ograniczen z dotu, zdefinujmy jeszcze jedna przestrzen, P, C Vy.
Skiada sie z tych niezmiennikéw Wasiljewa, ktdre s jednoczesnie morfizmami, to znaczy
spelniaja réwnos¢ v(Ki # K2) = v(K1) 4+ v(K32). Kazdy niezmiennik jest wielomianows
kombinacjg niezmiennikéw pierwotnych (elementéw P,).

Fakt 5.6.28 dim P, > 1.

Niedowéd. Czmutow, Duzin, Lando [86]. [ ]

Fakt 5.6.29 dim P, > [n/2].

Niedowéd. Melvin, Morton [293], Czmutow, Warczenko [88]. [ |

Fakt 5.6.30 dimPr, 2 gsn’.

Niedowdéd. Czmutow [80]. [ ]

Fakt 5.6.31 dimP, > n'°%™dlab > 4.

~

Niedowéd. Czmutow, Duzin [83]. [ |

Fakt 5.6.32 dim P, 2 exp(m+/n/3).

Niedowdd. Koncewicz w faksie do Czmutowa z 1997 roku. :) [ |

Fakt 5.6.33 dim P, 2 exp(cy/n) dlakazdej stalej c < 74/2/3.

Niedowdd. Zrazu Czmutow, Duzin [83, s. 202] zauwazyli, Ze Koncewicz pierwszy podat ten
wynik i przytoczyl éwiczenie ze starego preprintu Bar-Natana, ktéry p6Zniej zmienit treéé
¢wiczenia i przytoczyt prywatna korespondencje z Koncewiczem. Byé¢ moze oszacowanie bylo
prawdziwe, ale nikt nie mial jego dowodu.

Z gmatwaning poradzit sobie wkrétce Dasbach [106]. Pracowat z algebra skoriczonych
graféw, ktérych wierzcholki sg stopnia 1lub 3, modulo relacje IHX i antysymetrii. Pojawiajg sie
tez uklady ciezaréw pochodzace od algebry Liego gl(V), dzieki ktérym mozna uzy¢ pewnych
dobrze znanych wynikéw z teorii liczb i teorii algebr Liego. Praca [106] ma tylko 11 stron, ale
jest zamknieta w sobie i (zdaniem Birman) przykladem czytelnosci. |
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Ograniczenie Dasbacha pozostaje najlepsze (stan na 2011 rok).

Whiosek 5.6.34 Niecha < 77 bedzie stala. Wtedy

n < di
exp (loga n) Sdim Vi /Vin-1. (5.124)

Niedowéd. Dasbach w [106]. |

Dokladny wymiar przestrzeni V, jest znany tylko dla n < 12. Ponizsza tabela ma dos¢é
ciekawa historie. Wasiljew znalazl recznie wartosci w kolumnach dlan < 4 w1990 roku. Potem
Bar-Natan napisat komputerowy program rozwiazujacy pewne réwnania liniowe i znalazt
tak wymiary przestrzeni V,, dlan < 9, mialo to miejsce w roku 1993. Wreszcie Kneissler
[229] cztery lata pdZniej znalazt dolne oraz gérne ograniczenia: dolne oparte o znaczone
powierzchnie, gérne pochodzace od algebry Vogela. Dla n < 12 ograniczenia te pokrywaja
sie! Mniej wiecej w tym samym czasie Broadhurst [55] przypuszczal, ze srodkowy wiersz tabeli
mozna kontynuowad: 932, 1591, 2 686, 4 537, 7 602, i tak dalej. Ale pomimo uplywu ponad
¢wieré wieku, dowodu wcigz nie ma.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
dim V,, 104 184 316 548
dimV,, / V-1 1 0 1 1 3 4 9 14 27 44 80 132 232

Jun
-
=
=
©
w
w
[=2)
=

Catka Koncewicza

Zaden niezmiennik Wasiljewa nie jest zupelny:

Fakt 5.6.35 Dla kazdej liczby naturalnej n i niezmiennika Wasiljewa v rzedu n, istniejg
rézne od siebie wezly K1 # Ko takie, ze v(K1) = v(K2).

Dowdd. W pracy Ohyamy [346]. Dla kazdego wezta K wskazano tam nieskoniczong rodzine
zlozonych weztéw (K, ), ktérych niezmienniki rzedu co najwyzej n nie odrézniajaod K. W

Jak mozna przeczytaé w recenzji na portalu MathSciNet, Ohyama byt swiadomy istnienia
preprintu Stanforda, wydanego péZniej jako [412]: dowodzi sie tam, ze dla kazdego splotu
L istnieje nieskoriczona rodzina pierwszych, nierozszczepialnych, alternujacych splotéw
nieodréznialnych takimi niezmiennikami.

Z drugiej strony, Czmutow i inni pisza w [87], Ze sze$¢ niezmiennikéw rzedu co najwyzej
4 wystarcza do odréznienia dowolnych dwéch weztéw pierwszych do 8 skrzyzowan. Kneissler
twierdzi ([229, wniosek 2.5]), ze niezmienniki rzedu co najwyzej 12 nie odrézniajg weziéw od
ich odwrotnosci.

W 1993 roku Maxim Koncewicz pokazal, ze dla kazdego wezta mozna policzy¢ pewna catke
(teraz nazywana caltka Koncewicza), ktéra jest niezmiennikiem uniwersalnym: z jej warto$ci
mozna odtworzy¢ wszystkie inne niezmienniki skoriczonego typu. Bar-Natan w 1995 roku
znalazl warto$¢ tej calki dla niewezla:

I(Q) =exp (Z bznwzn) , (5.125)
n=0
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gdzie ba,, to zmodyfikowane liczby Bernoulliego o funkcji tworzacej

s 1 61/2 _ e*(L‘/Q
ban B 1) A —— 5.126
nz:o 2n L B og x/2 , ( )

za$ way, to kota”: diagramy okregu z doczepionymi 2n promieniami. Liniowa kombinacje
nalezy rozumie¢ jako element algebry chiriskich znakéw. Nastepnie Marché w 2003 roku
znalazl warto$ci catki dla wezléw torusowych ([288]). Wyglada na to, ze nikt nie odwazyt sie
dokona¢ tego dla innych wezléw (stan na 2019).

Hipoteza 5.6.36. Catka Koncewicza jest zupetnym niezmiennikiem weztow.

Calka Koncewicza jest mocniejsza od kazdego wielomianowego niezmiennika, jaki dotgd
poznali$my, a nie wiemy nawet, czy wielomian Jonesa wykrywa niewezly (hipoteza 5.2.11).
Czmutow, Duzin wspominaja w do$¢ czytelnie napisanym artykule [84], ze hipoteza 5.6.36
jest prawdziwa dla warkoczy (Kohno [237]) i splotéw sznurkowych (Bar-Natan [24]).

Zbiér probleméw Ohtsukiego [344, s. 398-444] poswieca wiele stron na niezmienniki
skoficzonego typu oraz catke Koncewicza.



6. Topologia algebraiczna

Powoli koniczymy definiowaé niezmienniki weztéw, po tym rozdziale brakowaé bedzie tylko
liczby warkoczowej. Zaczniemy od opisu grupy podstawowej dopelnienia wezla oraz prezenta-
cji tej grupy znalezionej przez Wirtingera. Nastepnie pokazemy, ze kazdy wezel jest brzegiem
pewnej zorientowanej powierzchni (zwanej powierzchnia Seiferta) i odkryjemy tak zrédio
kolejnych niezmiennikéw: genusu, wyznacznika, sygnatury. Nie do korica wiadomo dlaczego,
ale wspomnimy krétko o niezmienniku Arfa. Na koniec sprébujemy przekonaé czytelnika, ze
najciekawszg teorig homologii dla weztéw sg homologie Chowanowa.

Grupa wezta

Poniewaz dopelnienie dowolnego wezta, zaréwno w przestrzeni R? jak i S, jest lukowo
spdjne, jego grupa podstawowa nie zalezy od wyboru punktu bazowego. Dzieki temu ponizsza
definicja ma sens:

Definicja 6.1.1 — grupa wezta. Niech K bedzie wezlem. Wtedy grupe podstawowg jego
dopelnienia,
m(K):=m (R*\ K), 6.1)

nazywamy grupa wezla i oznaczamy 7 (K).

Nie nalezy (i dosy¢ trudno jest) myli¢ grupy wezta z grupa kolorujaca (patrz definicja 4.4.1).
Grupa kolorujgcajest skoficzona dla splotéw o niezerowym wyznaczniku i zawsze przemienna,
natomiast, jak wkrétce sie przekonamy, grupa podstawowa jest zawsze nieskoriczona i poza
grupa niewezla, nieprzemienna.

Podamy najpierw kilka przykladéw weztéw oraz ich grup.

B Przyktad 6.1.2 Grupa niewezia m(Q) = Z. -

Z twierdzenia o petli, czyli uogdlnienia lematu Dehna wynika, ze niewezet jest jedynym
weztem, ktdrego grupg podstawowy jest Z. (Pierwszy dowdd lematu Dehna podal Max Dehn
w 1910 roku, ale Hellmuth Kneser znalazt w 1929 luke w dowodzie. Z odsiecza przyszed}
matematyk grecki Christos Papakyriakopoulos, ktéry okoto 1957 roku nie tylko podat poprawny
dowdd uzywajac ,konstrukeji wiezowej”, ale uogdlnit go do twierdzenia o petli, o sferze).

B Przyktad 6.1.3 Grupa tréjlistnika 7(31) = (z,y | 2* = ¢®). [
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Dowdd. Wynika to z prezentacji Wirtingera i transformacji Tietzego:

m1(S*\ 31) = (x,y, 2 | 2z = yx, 2y = z2, Y = 27) (6.2)
= (z,y | wyx = yay) ©6.3)
= (z,y,a,b | zyx = yry,a = yx,b = zyz) (6.4)
= (z,a,b | za = a’z"" b = za) (6.5)
=(a,b|b=a*(ba")7") (6.6)
= (a,b | a® =b?). [ |

Trojlistnik jest weztem (3, 2)-torusowym, wiec powyzszy przyklad stanowi szczeg6lny
przypadek grupy wezla torusowego. Jej wyznaczenie to popularne ¢wiczenie w podrecznikach
topologii algebraicznej:

B Przyktad 6.1.4 Grupa wezla (p, q)-torusowego: (z,y | z¥ = y9). [

Dowdd. Wniosek z twierdzenia Seiferta-van Kampena, wiecej szczeg6téw u Kawauchiego
[219, s. 77] albo Burdego, Zieschanga, Heusenera [64, s. 49] albo Hatchera [182, s. 47]. [ |

B Przyktad 6.1.5 Grupa 6semkin(41) = (z,y | yey ™ ‘ay = zyz ™ 'yz). (]
Fakt 6.1.6 Grupa jest niezmiennikiem wezléw.

Dowéd. Ustalmy dwa réwnowazne wezly K1 = K». Wtedy istnieje pewien homeomorfizm
f: R® — R®, ktéry posyla pierwszy wezel na drugi: f[K1] = K. Obciecie f do dopelien
wezléw indukuje izomorfizm grup podstawowych 7(K1) = m(K2). |

Sumy proste przeciwnie oraz tak samo skretnych tréjlistnikéw majg rézne sygnatury
(patrz uwaga za wnioskiem 6.2.48), wiec nie s3 réwnowazne. Ale obydwie sumy majg te samg
grupe podstawowy (z, y, z | zyx = yzry, x22 = 2x2).

Prawdziwe jest nawet ogdlniejsze stwierdzenie:

Fakt 6.1.7 Niech K, K> beda zorientowanymi wezltami. Wtedy istnieje izomorfizm

7r(K1#K2)—>7r(K1#mrK2). 6.7)

Niedowdd. Wniosek z twierdzen o podgrupie potudnikowo-réwnoleznikowej [219,s.75]. W

Twierdzenie odwrotne do faktu 6.1.6 jest prawdziwe w klasie wezléw pierwszych:

Fakt 6.1.8 Niech K1, Ko bedg weztami pierwszymi. Jezeli grupy (K1) = w(K2) s3
izomorficzne, to wezly K1 = K> s3 réwnowazne.

,»The group of a prime knot does not, however, necessarily determine the topological type of the exterior.
Dehn flips on certain “essential” solid tori in the exteriors of torus knots and of cable knots produce Haken
manifolds that are homotopically equivalent but not homeomorphic to the original exteriors and that, in
fact, cannot be imbedded in S3” (Whitten, [468]).
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Dowdéd. Whitten [468] pokazal, ze wezly o izomorficznych grupach maja homeomorficzne
dopelnienia. Wkrétce po tym Gordon, Luecke [170] udowodnili, zZe nietrywialna chirurgia
Dehna na nietrywialnym wezle nigdy nie daje sfery S*, a stad wynika, ze kazdy homeomorfizm
dopetnien weztéw mozna przedtuzyé do homeomorfizmu S® w siebie posytajacego jeden
wezel na drugi jako zbiory. |

Waldhausen [460] pokazat dla pewnej duzej klasy 3-rozmaitoéci, ze s3 scharakteryzowane
topologicznie przez ich grupy podstawowe. Potem odkryto, ze:

Fakt 6.1.9 Grupa wezla wyznacza warto$¢ jego genusu.

Fakt 6.1.10 Grupa wezla zlozonego wyznacza warto$¢ jego liczby mostowe;j.

Niedowéd. Dwa powyzsze fakty s3 wnioskiem 3 z pracy Feustela [131]. |

Thurston [435] uzyskat kolejny wynik o grupie jako efekt uboczny badania czego$ tam:
hiperboliczne rozmaitosci o skoficzonej objetosci (domkniete rozmaitoéci lub takie, ktérych
brzeg jest zbudowany z toruséw) s3 wyznaczone przez ich grupe podstawows,.

Grupa splotu

Kawauchi [219, s. 73] i prawie cala reszta §wiata definiujg grupe splotu jako grupe podstawowa
jego dopelnienia. Dla Milnora [296] grupa splotu byl pewien iloraz' tamtej grupy, dlatego
nalezy zachowa¢ ostrozno$¢ i sprawdzi¢, ktéra konwencja obowigzuje. My przenigdy nie
bedziemy wykorzystywaé podejécia Milnora.

B Przykfad 6.1.11 Grupa splotu Hopfa: Z @ Z. [

Kawauchi wspomina, ze istnieja sploty, ktérych grupa splotu nie odréznia, podaje w formie
¢wiczenia [219, s. 73], ze grupa sumy niespdjnej splotéw L1, Lo to w(L1) * w(L2) i przytacza
twierdzenie:

Fakt 6.1.12 Niech L C S® bedzie splotem, ale nie nieweztem. Nastepujace warunki s
rownowazne:

1. splot L nie jest rozszczepialny,
2. dopetnienie S \ L jest rozmaito$cia Hakena o niescisliwym brzegu,

3. grupa podstawowa splotu L jest nierozktadalna wzgledem produktu wolnego.

Dowdd. Z twierdzenia o petli (niech M bedzie sp6jng 3-rozmaitoécig o niepustym brzegu, zas
F powierzchniag na M jezeli homomorfizm 1 (F') — 71 (M) indukowany przez inkluzje
nie jest réznowarto$ciowy, to istnieje dysk Sciskajacy dla F' w M) i sferze (niech M bedzie
spdjng zorientowang 3-rozmaitoscia, jezeli w2 (M) jest nietrywialna, to istnieje sfera wlasciwa
w M) wynika, ze 1 = 2.Implikacja2 = 3jest wnioskiem z hipotezy Knesera (niech

Niech L bedzie splotem w otwartej 3-rozmaitoéci M, 7 (L) grupa podstawows dopelnienia L, za§ L* splotem
powstalym przez usuniecie -tego ogniwa. Niech A; (L) oznacza jadro naturalnej inkluzji (L) — (L"), za$ [A;]
komutanta. Wtedy E(L) := [A1][A2] - - - [A,] jest podgrupa normalng 7 (L ). Milnor nazywa iloraz w (L) / E(L)
grupg splotu.
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M bedzie zwarta, spdjng 3-rozmaitoécig, ktdrej brzeg jest pusty lub ztozony z nieécisliwych
powierzchni; jesli 1 (M) = G * G2, to istnieje rozklad M na sume M, # M, taka, ze
w1 (M;) = Gy), zad wynikanie 3 = 1 jest oczywiste. To koficzy dowdd. ]

Whiosek 6.1.13 Niech L. C S bedzie splotem. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. grupa podstawowa splotu L jest wolna, rangi n,

2. splot L jest trywialny, ztoZzony z n ogniw.

Fakt 6.1.14 Niech I C S bedzie splotem. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
1. splot L jest prosty i niepierscieniowaty,
2. grupa 7(L) jest nieprzemienna, nierozkladalna wzgledem produktu wolnego oraz

izomorficzna z dyskretna podgrupg PS L2 (C).

Dowéd. Wniosek z twierdzenia Thurstona o hiperbolizacji, patrz [219, s. 76]. [ |

Jak wspomina Kawauchi [219, s. 83], jesli G jest nietrywialng przemienng podgrupa (L),
to G = Z 1lub Z & Z. Wynika to z klasyfikacji abelowych grup podstawowych 3-rozmaitosci.
W szczegdlnosci, jesli m(L) = Z @ Z, to L jest splotem Hopfa.

Fakt 6.1.15 Niech L bedzie splotem. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
1. centrum grupy m(L) jest nietrywialne,

2. dopehienie splotu S® \ L jest rozmaitoscia Seiferta.

Whiosek 6.1.16 Niech K bedzie wezlem. Nastepujace warunki sg réwnowazne:

1. centrum grupy 7 (K) jest nietrywialne,

2. wezel K jest torusowy.

O tym samym, ale nie tak samo, napiszemy jeszcze raz w 7.5.6. Kawauchi [219, s. 85] méwi
grupom splotéw dobranoc:

Fakt 6.1.17 Grupa splotu jest lokalnie indeksowalna (dla kazdej nietrywialnej skoficzenie
generowanej podgrupy H < , istnieje epimorfizm H — Z) i rezydualnie skoficzona
(dla kazdego nietrywialnego elementu = € 7, istnieje homomorfizm f : m — H taki, ze
grupa H jestskoriczonai f(z) # 1).

Prezentacja Wirtingera

Perko [357] pisze, ze na wyktadzie w 1905 roku (ktérego nigdy nie spisano) ,Wirtinger otworzyt
drzwi do barwnego $wiata przestrzeni nakryciowych”, rozkladajac dopetnienie wezta na

2 I think covering spaces can be understood by fifth graders” — Kenneth Perko tamze
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komérki, co doprowadzito do prezentacji grupy podstawowej. Jest to skoficzona prezentacja,
w ktérej wszystkie relacje sa postaci wg;w ™' = g;, gdzie w to pewne stowo na generatorach
g1, - - -, gk Pokazemy zarys konstruktywnego algorytmu, ktéry w wygodny sposéb zamienia
skrzyzowania diagramu w relacje.

Patrz tez [64, s. 32-39].

Fakt 6.1.18 Grupa kazdego zorientowanego wezta posiada prezentacje Wirtingera.

Dowdd. Niech K bedzie zorientowanym wezlem. Wybierzmy dowolny diagram, poczatkowy
punkt na tym diagramie i przemierzajmy wezel, nazywajac kolejne widkna z1, 22, . . . £,. To
beda generatory grupy. Do kazdego skrzyzowania przypisujemy relacje zgodnie z ponizszymi
regulami, w zalezno$ci od znaku skrzyzowania:

XX

(a) skrzyzowanie dodatnie: x; = zkzﬁq:pk b) skrzyzowanie ujemne: x; = x, :ch+1xk

Oto mnemotechnika utatwiajaca zapamietywanie relacji. Wyobrazmy sobie zorientowana
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara $ciezke wokét skrzyzowania. Poruszamy sie po niej
i kiedy mijamy wi6kno biegnace do skrzyzowania, zapisujemy jego symbol, a kiedy wlékno
biegnie od skrzyzowania na zewnatrz, zapisujemy odwrotnos¢ jego symbolu. Tak uzyskane
czteroliterowe stowo jest réwne 1 w grupie wezla. |

Porzadny dowdd znalezlismy w podreczniku Stillwella [413, s. 144-147]: uzywa twierdzenia
Seiferta-van Kampena. Nie bedziemy go przepisywa¢, ograniczymy sie tylko do pozyczenia
dwéch obrazkow:

Figure 158

Figure 157

Rysunek 6.2: Kontrakcja krzywych do punktu

Whiosek 6.1.19 Niech G bedzie grupa wezta. Wtedy jej abelianizacja jest nieskoriczona
grupa cykliczna: G** = Z.
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Jedna z relacji w prezentacji Wirtingera jest zbedna — wynika z pozostalych. Fakt ten
zazwyczaj podaje sie bez dowodu, dlatego warto wspomnie(, Ze nie zapomniat o nim Rolfsen
[385, s. 56-60], za co serdecznie mu dziekujemy.

Dowdd. Relacja a;aja; 'a; " = 1 po przejéciu do abelianizacji przyjmuje postaé a; = ax.
Oznacza to, ze etykieta tuku nie zmienia sie podczas przejscia pod kazdym skrzyzowaniem,
zatem wszystkie etykiety sg takie same.

Mozna tez zauwazy¢, ze abelianizacja grupy podstawowej wezla jest pierwsza grupa
homologii okregu, czyli Z. [ ]

Michel Kervaire [220] pokazal, jakie wlasnosci musi posiadaé grupa wezla (i wiemy o tym,
bo przeczytali$my ksiazke Kawauchiego [219, tw. 14.1.1]):

Fakt 6.1.20 Niech G bedzie grupa wezta S™ C S™ 2. Wtedy:

1. grupa G jest skoficzenie prezentowana,
2. abelianizacja G/G’ jest nieskoriczong grupg cykliczng,
3. druga grupa homologii H2(G) = 0jest trywialna,

4. istnieje element z € G zwany potudnikiem taki, ze G jest najmniejszg podgrupg
normalng G, ktéra zawiera z.

Wyzej wymienione warunki konieczne s takze wystarczajace, jezelin > 3, jednakze
problem pelnej charakteryzacji w czwartym wymiarze jest otwarty. Warunki 2. i 3. wynikaja
z dualnosci’ Alexandera, za$ 1. i 4. stanowig przeformulowanie prezentacji Wirtingera.

Burde, Zieschang [64, s. 180] podajg przyktad, dlaczego dla n = 2 to nie jest wystarczajace:
dla grupy G generowanej przez x, y z relacja x>y = yx jakobian nie jest symetryczny.

Powierzchnie i macierze Seiferta

W tej sekcji poglebimy nasze rozumienie wielomianu Alexandera i odkryjemy jego powigzania
z topologicznymi wlasnosciami wezléw. Poznamy takze zupelnie nowy sposéb na wyznaczanie
jego wartosci, postuza do tego powierzchnie oraz macierze Seiferta.

Powierzchnia Seiferta

Zaczniemy od przyjrzenia sie powierzchniom. Niektére stwierdzenia bedziemy przyjmowaé
bez dowodéw, bo te s3 w dobrych podrecznikach topologii albo analizy na rozmaitosciach.

Definicja 6.2.1 Dwuwymiarowa rozmaito§¢ topologiczna bez brzegu M C R™ nazywamy
powierzchnig.

Rozmaitos¢ to obiekt, ktéry wyglada lokalnie jak przestrzen euklidesowa: kazdy jej punkt
x € M posiada otwarte otoczenie homeomorficzne z otwartg kulg. Przykltadami powierzchni
sg sfera, brzeg torusa albo hiperboloida jednopowltokowa. Istnieje ogdlniejsze pojecie, to
jest rozmaito$¢ z brzegiem: kazdy jej punkt posiada otoczenie homeomorficzne z otwartym
podzbiorem gérnej pétplaszczyzny {x € C : IJm(z) > 0}.

*Niech X bedzie zwarta, lokalnie §ciagalng podprzestrzenig sfery S™. Wtedy I:Iq (S™\ X) = H*971(X).
Zalozenie o lokalnej $ciggalno$ci mozna pominaé, jesli pracuje si¢ z kohomologia Cecha.
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Powierzchnie nazywamy orientowalng, jesli nie istnieje na niej zamknieta krzywa, podczas
pokonywania ktérej odwraca sie kierownica. Orientowalne sg dokltadnie te powierzchnie, ktére
nie zawieraja w sobie kopii wstegi Mébiusa.

Najwazniejsze dla nas s3 powierzchnie Seiferta (opisane np. w [219, s. 46-72], [64, s. 19-21]).

Definicja 6.2.2 — powierzchnia Seiferta. Niech L bedzie splotem. Kazdg spdjng oraz
orientowalng powierzchnie zanurzona w przestrzeni R*, ktérej brzegiem jest splot L,
nazywamy powierzchnig Seiferta splotu L.

Nie kazde uszachowienie diagramu wezta prowadzi do powierzchni Seiferta: widaé to po
standardowym diagramie tréjlistnika. Pomimo to...

Fakt 6.2.3 Kazdy splot posiada powierzchnie Seiferta.

Powyzsze stwierdzenie uzasadnili Pontriagin oraz Frankl w 1930 roku, my jednak podamy
przyjemny i konstruktywny dowéd podany przez Seiferta [406] cztery lata pézniej. (Pisza o
tym na poczatku swojej monografii Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 19]).

Dowéd. Wybierzmy diagram D dla splotu oraz orientacje, a nastepnie wyprostujmy wszystkie
skrzyzowania zgodnie z ich orientacja:

XX )N

Otrzymany diagram sklada sie teraz z pewnej liczby zamknietych krzywych, zwanych
okregami Seiferta, ktére wypelniamy do dyskéw. Tam, gdzie jeden okrag lezatl wewnatrz
drugiego, podnosimy wewnetrzny nad zewnetrzny. Przy kazdym skrzyzowaniu pierwotnego
diagramu doklejamy skrecony pasek do obydwu dyskéw.

S=5¢ (D

@ Smo ;ng:r ossing

Figure-eight knot Seifert circles Seifert surface

Rysunek 6.3: Kolejne kroki algorytmu Seiferta

Pozostato wskaza¢ orientacje dla tak otrzymanej powierzchni. Przypisujemy znak + gérnej
stronie dyskéw, ktdrych brzeg jest zorientowany dodatnio (oraz dolnej stronie dyskéw, ktdrych
brzeg jest zorientowany ujemnie). |

Powierzchnia Seiferta jest wrazliwa na orientacje ogniw splotu: odwrécenie niektérych,
ale nie wszystkich, czesto prowadzi do innej powierzchni. Na przyktad sygnatura splotu L4al
moze wynosié, w zalezno$ci od orientacji ogniw wzgledem siebie, 1 lub —3.
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Wezty rozwtéknione
Wspomnijmy jeszcze krétko o specjalnym rodzaju wezléw i splotéw (patrz [219, s. 49-50]).

Definicja 6.2.4 Niech . C S* bedzie splotem. Jesli istnieje rodzina F; powierzchni
Seiferta dla splotu K sparametryzowana przez t € S” taka,ze Fy N Fs = Ldlat # s, to
splot L nazywamy rozwtdknionym albo widknistym.

Dawniej nazywano je splotami Neuwirtha, gdyz ten pokazal w swojej pracy dyplomowe;j
21959 roku, Ze mozna je scharakteryzowacé jako sploty, ktérych komutant grupy podstawowej
jest skoniczenie generowany, lub rownowaznie, wolny. (Warto przeczyta¢ historyczna notatke
u Burdego, Zieschanga, Heusenera [64, s. 68], gdzie wspomina sie tez wezly, kt6rych grupy to
nieskoniczone wolne produkty z amalgamacjy).

B Przykfad 6.2.5 Niequei, tréjlistnik 31, 6semka 41, 51, 62, 63, 71, 76, 77, 82, 85, 87, 89,
810, 812, 816..821, splot Hopfa oraz wszystkie wezly torusowe sg rozwidknione.
Tréjlistnik i 6semka to jedyne wezly rozwidknione, genusu 1 (patrz [64, s. 79]). [

(Jesli wezel pierwszy o co najwyzej o$miu skrzyzowaniach nie zostal wymieniony w tym
przyktadzie, to nie jest rozwlékniony). Rozktad liczby weztéw rozwltéknionych wiréd weztéw
pierwszych wyglada nastepujaco:

skrzyzowania 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
wezly pierwsze 1 1 2 3 7 21 49 165 552 2176
rozwidknione wezly pierwsze 1 1 1 1 3 12 23 74 256 873

Lwia cze$¢ analizy wezldéw o 12 skrzyzowaniach zostala wykonana przez Stojmenowa
i Hirasawe, jak podaje baza danych KnotInfo [277].

Fakt 6.2.6 Niech K bedzie wezlem rozwléknionym. Wtedy wielomian Alexandera A k (¢)
jest unormowany (jego wiodacy wspétczynnik to 1) oraz stopnia 2g, gdzie g oznacza
genus wezla K.

Dowdd tego faktu mozna znalezé w monografii Burdego, Zieschanga, Heusenera [64,
s. 130]. Odwrotnie, jezeli A(¢) jest wielomianem Alexandera spelniajacym te warunki, to
istnieje rozwl6kniony wezet o takim wielomianie. Pokazali to dawno temu Burde [60] i pdzniej,
ale chyba wciaz niezaleznie Quach [373]. Tréjlistnik i dsemka to jedyne rozwltéknione wezty
o genusie 1 (Burde, Zieschang [63], Bing, Martin [31]). Wreszcie Morton [306] pokazal, ze
wielomian Alexandera nie odréznia rozwléknionych wezléw o genusie > 2.

Kanenobu okoto 1979 roku (albo kto$ inny wczesniej) zauwazyl, ze warunek konieczny
6.2.6 jest tez dostateczny dla wezléw pierwszych o co najwyzej 10 skrzyzowaniach. Trzy wezly
pierwsze o 11 skrzyzowaniach: 11n34, 11n42, 11n73 oraz osiemnascie o 12 skrzyzowaniach sa
$wiadkami, ze wynikanie w dwie strony nie zachodzi. Trzynascie z tych osiemnastu: 12n57,
12n210, 120214, 120258, 120279, 12n382, 121394, 12n464, 12n483, 120535, 12n650, 12n801 ma
wielomian Alexandera, ktérego stopieni jest dwukrotnoscia 3-genusu (cztery z nich znalazt
Mikami Hirasawa, pozostale Stefan Friedl oraz Taehee Kim). Wiemy to, ponownie, dzieki
bazie KnotInfo [277].

B Przyktad 6.2.7 Niech K bedzie wezlem skreconym z n péiskretami. Wtedy K nie jest
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rozwidkniony (chyba ze n = 1), poniewaz jego wielomianem Alexandera jest

An(t) =n- (t—&—%) —(@n+1). 6.8)

I Whiosek 6.2.8 2-skrecony wezel 6, (wezet dokerski) nie jest rozwlékniony.
Rolfsen [385, s. 326] podaje jako ¢wiczenie w swojej ksigzce:
Fakt 6.2.9 Rodzina weztdéw rozwléknionych jest zamknieta na branie sum spéjnych.

Teze mozna wzmocnié, szczegdlnie jesli znamy twierdzenie Gruszko (o randze wolnego
produktu):

Fakt 6.2.10 Suma wezléw K # K> jest rozwtdkniona wtedy i tylko wtedy, gdy obydwa
sktadniki takie s3.

Niedowdd. U Burdego, Zieschange [64, s. 107]. |

Dzieki ksigzce Kawauchiego [219, s. 84] jestesmy $wiadomi jeszcze, Ze Stallings ma swoje
twierdzenie o rozwléknienieach dla zwartych 3-rozmaitosci ze specjalnym przypadkiem:

Fakt 6.2.11 Niech L bedzie splotem, 7 jego grupa podstawowsg, za$ f: m — Z pewnym
epimorfizmem, ktdry posyta kazdy potudnik na generator ¢ grupy Z. Wtedy splot L jest
rozwlékniony wtedy i tylko wtedy, gdy jadro ker f jest skoriczenie generowalne.

(Twierdzenie w pelnej ogdlnosci, ale bez dowodu, przytaczaja Burde, Zieschang, Heuese-
ner [64, s. 75]).

Genus

Termin genus zostal wymyslony przez Clebscha okoto 1864 roku (w ,,Uber die Anwendung
der Abelschen Functionen in der Geometrie”, jak mozna przeczytaé w przypisie do pracy
»Development of the concept of homotopy” Rii Vanden Eynde) i poczatkowo oznaczal po
prostu liczbe dziur w powierzchni. Jak pisza Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 201, ,the
notion of the genus was first introduced by H. Seifert in [406], it holds a central position in knot theory”;
zbadamy wiec teraz blizej ten geometryczny niezmiennik weztéw. (Nie pamietamy, czemu ta
podsekcja znajduje sie akurat tutaj, ale chyba nie jest to najgorsze miejsce dla niej.)
Zaczniemy od starego twierdzenia, ktére klasyfikuje powierzchnie domkniete.

Fakt 6.2.12 Niech S bedzie powierzchnia domkniets. Wtedy dokladnie jedno zdanie
z ponizszych jest prawdziwe:

1. Sjestorientowalna, sumg spdjng g > 0 toruséw
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2. Sjest nieorientowalna, suma spéjna k > 1 rzeczywistych plaszczyzn rzutowych.

Liczby g lub k s3 wyznaczone jednoznacznie.

Stere traktujemy dla wygody jako sume spdjng g = 0 toruséw. Wtedy sume spéjna g
toruséw mozemy wyobrazi¢ sobie jako sfere, do ktérej doklejono g raczek. (Suma spdjna
torusa i plaszczyzny rzutowej jest tym samym, co suma spojna trzech plaszczyzn rzutowych —
wykazanie tego jest jednym z krokéw w klasyfikacji powierzchni.)

Definicja 6.2.13 — genus powierzchni. Niech S bedzie orientowalng powierzchnig bedaca
suma spojng g toruséw. Liczbe g nazywamy genusem powierzchni S.

Podobna charakteryzacja istnieje dla powierzchni z brzegiem. Kazdy taki obiekt jest
homeomorficzny z sumg sp6jna g toruséw, w ktdrych wydrazono pewna liczbe otwordéw: tyle,
ile sktadowych spdjnosci ma brzeg powierzchni. W przypadku powierzchni Seiferta mamy do
czynienia z jednym otworem.

Definiujemy jeszcze jeden klasyczny niezmiennik powierzchni: charakterystyke Eulera-
Poincarégo, odkryta najpierw dla wielo$ciandéw platoriskich w 1537 roku przez Francesco
Maurolico i wiele lat pézniej przez Eulera dla wielo$cianéw wypuklych. (Obecnie wyprowadza
sie ja z homologii/algebry homologicznej, ale darujemy to sobie).

Definicja 6.2.14 — charakterystyka Eulera. Niech S bedzie domknieta powierzchnig
orientowalng. Po striangulowaniu, sktada sie z ko wierzchotkéw, k1 krawedzi oraz k-
$cian. Wielkos¢é

X =ko—Fk1+ k2 (6.9)

jest niezmiennikiem powierzchni, zwanym charakterystyka Eulera.
Definicja ta nie jest wygodna podczas recznych obliczen. Mamy za to:

Fakt 6.2.15 Charakterystyke Eulera powierzchnijednoznacznie wyznaczajg cztery reguly,
gdzie stale S, S2 sa pewnymi powierzchniami, za$ S jest dyskiem:

* X(S) =1,
+ X(S1U82) = x(S1) + x(S2),
- Jesli So powstaje z S1 przez dolgczenie paska, to x(S2) = x(S1) — 1,

« Jesli S2 powstaje z S przez dotaczenie dysku do calej skladowej spéjnosci brzegu,
to X(Sz) = X(Sl) + 1.

Genus oraz charakterystyka Eulera s3 ze sobg zwigzane:

Fakt 6.2.16 Niech S bedzie powierzchnia o genusie g i p1 sktadowych spdjnosci brzegu.
Wtedy zachodzi réwnosé

X=2—p—2g. (6.10)

Nas interesujg gléwnie powierzchnie Seiferta weztéw:
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Fakt 6.2.17 Niech D bedzie diagramem o b skrzyzowaniach pewnego wezta K, z ktérego
algorytm Seiferta produkuje d okregéw. Wtedy x (Mp) = d — b.

Mozna przeczytac o tym w [328, s. 82].

Dowéd. W dowodzie faktu 6.2.3 widzieli$my, ze liczba skrzyzowan b jest jednoczeénie liczbg
paskéw doklejonych do dyskéw. Bezposredni rachunek pokazuje, ze wtedy ko = 4b, k1 = 6b
oraz ko = b+ d. Wynika stad, ze x =4b—6b+b+d =d — b. |

Reszta tej podsekgji nie jest wymagana do zrozumienia macierzy Seiferta, przyjrzymy sie
genusowi jako obiektowi ciekawemu samemu w sobie.

Definicja 6.2.18 — 3-genus. Niech K bedzie weztem. Wéréd wszystkich powierzchni
Seiferta wezla K istnieje co najmniej jedna o minimalnym genusie, jej genus nazywamy
3-genusem wezla K i oznaczamy takze przez g.

Jezeli nie powoduje to nieporozumieri, zamiast 3-genus mozna pisaé po prostu genus.
(Tak samo genus definiuja Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 20]).

Fakt 6.2.19 Wezel K jest niewezlem wtedy i tylko wtedy, gdy g K = 0.

,Genus wykrywa niewezly”.

Dowdd. Niech K bedzie wezlem o genusie 0. Z charakteryzacji powierzchni wynika, Ze jego
powierzchnia Seiferta to suma spéjna 0 toruséw, to znaczy kula z tyloma otworami, ile K
ma ogniw. Innymi stowy, powierzchnig Seiferta wezla K jest dysk, ktorego brzeg stanowi
niewezet. To pokazuje, ze implikacja w lewo jest prawdziwa.

Implikacja w prawo jest oczywista. |

Ograniczanie genusu z dotu

Znalezienie 3-genusu dowolnego wezla sprawia te same trudnosci, co wyznaczenie jego liczby
gordyjskiej. Dowolna powierzchnia Seiferta zadaje ograniczenie z géry. Z dotu 3-genus mozna
szacowaé przy uzyciu wielomianu Alexandera:

Fakt 6.2.20 Niech K bedzie wezlem. Wtedy span Ak () < 2 g(K).

To dolne ograniczenie jest realizowane przez pewng powierzchnie Seiferta dla kazdego
pierwszego wezla o co najwyzej 11 skrzyzowaniach poza siedmioma wyjatkami: 11n42, 11ne7,
11ng7 (g = 2), 11ns4, 11ngs, 11n73 oraz 11nis2 (g = 3). Fakt znalezlismy z dowodem
w podreczniku Murasugiego [328, s. 121], a potem jako ¢wiczenie u Burdego, Zieschanga [64,
s.137], ale nie wiemy, kto pierwszy to zauwazyt.

Dowdd. Zalézmy, ze F jest powierzchnig Seiferta wezla K o genusie g. Wtedy macierz Seiferta
powstala z Fjest stopnia 2g, wiec zaden ze skladnikéw jej wyznacznika nie moze mie¢ stopnia
(jako wielomian) wiekszego niz 2g. [ |
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Fakt 6.2.21 Niech K bedzie wezlem, za§ M jego macierza Seiferta. Rownos¢ span A (t) =
2 g(K) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik det M # 0 jest niezerowy.

Floer [133] zdefiniowal przestrzen wektorowa, ktdra wyposazyt w endomorfizm parzystego
stopnia (powstajacy z 2-wymiarowej klasy homologii reprezentowanej przez powierzchnie
Seiferta) i kanoniczng gradacje modulo 2. Co za stowna gasienica! Homologia Floera, bo tak
nazywamy wspoélczesnie te przestrzen, rozkiada sie na sume prosta przestrzeni wlasnych
wyrédznionego endomorfizmu, ich charakterystyki Eulera sg wspétczynnikami wielomianu
Alexandera. Pozwala to na dokladniejsze szacowanie genusu wezla, patrz prace Ozsvatha,
Szabé [350] i Ghigginiego [155]. Homologii Floera nie omawiamy dokladniej, bo jej definicja
wykracza za bardzo poza teorie wezléw wylozona w tej ksigzce (patrz przedmowa do wydania
trzeciego).

Ograniczanie genusu z gory
Z gbry genus ograniczony jest przez kilka klasycznych niezmiennikéw numerycznych. Zanim

to pokazemy, przytoczymy techniczny lemat udowodniony przez Yamade [470].

Fakt 6.2.22 Niech L bedzie splotem, za$ s L minimalng liczbg okregéw Seiferta, ktére
dostajemy ze wszystkich mozliwych diagraméw splotu L. Wtedy s L = b L jest réwne
indeksowi warkoczowemu.

Powyzsze stwierdzenie wystepuje (bez dowodu?) u Kawauchiego [219, s. 17]. ZmyS$lny
dowdd Yamady polega na zmianie rzutu tak, by nie zmieni¢ liczby okregéw Seiferta.

Fakt 6.2.23 Niech L bedzie splotem. Wtedycr L —bL — uL +2 > 2gL.

Dowéd. Ustalmy minimalny diagram D dla splotu L i zastosujmy do niego algorytm Seiferta.
Dostaniemy tak s okregdw Seiferta oraz powierzchnie o genusie g. Fakt 6.2.17 méwiacy, ze
X = s — ¢, mozna przeksztalci¢ do

_c+2—s5—u(K)

2 (6.11)

Z minimalno$ci diagramu wynika, ze ¢ = cr L. Fakt 6.2.22 méwi, ze s > b L. Nieréwnosé
g > g L wynika z definicji genusu. Z powyzszych rozwazan wynika, ze

caL+2>2gL+bL+plL, (6.12)

a to jest rébwnowaznie nieréwnosci, ktérej prawdziwosci dowodzimy. [ ]

I Whiosek 6.2.24 Niech K bedzie wezlem. Wtedy cr K > 2g K.

Genus a suma spdjna weztéw

Stwierdzamy tutaj, ze genus sumy wezléw jest sumg genuséw skladnikéw i podajemy dowéd
tego faktu. Analogiczne stwierdzenie dla splotéw znalezé mozna razem z definicjg splotéw
(lokalnie trywialnych, atoroidalnych, prostych, itd.) u Kawauchiego [219, s. 33-34].
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Fakt 6.2.25 Niech K, K5 beda wezlami. Wtedy g (K1 # K2) = g K1 + g Ko.

Ponizszy dowdd pochodzi od Schuberta ([399]), zostal tylko zapisany we wspdlczesnym
jezyku. Przebiega w dwéch etapach: najpierw pokazuje sie, ze genus sumy nie jest wiekszy
od sumy genuséw sktadnikéw, a nastepnie, ze nie jest od niej mniejszy. (Znajdziemy go tez
u Burdego, Zieschanga [64, s. 98]).

Dowéd. Pokazemy najpierw, ze g(K1#K>) < g(K1) + g(K2). Wybierzmy powierzchnie
Seiferta Sy oraz Sz dla K oraz K3 o minimalnym genusie. Suma K # K> powstaje z K
oraz K-, podobnie jest z powierzchniami Seiferta:

S B @
K1 K, — S1 Sa — S

() suma wezléw (b) suma powierzchni

Skoro Sy powstaje z S U S2 przez dotaczenie paska do brzegu, mamy
X(Ss) = x(S1US2) — 1= x(51) + x(S2) — 1, (6.13)
a przez to

g(sy) = 1= )QC(S”) S )2?(51) + 1= g(SQ) =g(K1) +g(Ka2). (614

To koriczy dowdd pierwszej nieréwnosci.

Pokazemy jeszcze, ze g( K 1#K2) > g(K1) + g(K2). Zaczynamy od powierzchni Seiferta
Sy dla K1 #K> ominimalnym genusie g(.Ss) réwnym g( K1 #K>). Poprzez wykonanie chirurgii
na powierzchni, mozemy przyjac¢ specjalna postaé jak w poprzednim dowodzie:

N/

S

Usuniecie paska daje powierzchnie Seiferta dla S; oraz Sy takie, ze
g(S1) + g(S2) = g(Ss) = g(K1#Kz). (6.15)
Oznaczato, ze g(K1) + g(K2) < g(S1) + g(S2) = g(K1#K>2) i mamy rownos¢. |
Jeste$my wreszcie w stanie podaé ,prawdziwy dowdd” faktu 2.3.5.

I Whiosek 6.2.26 Jesli suma spdjna dwdch wezléw jest niewezlem, to oba sktadniki takze
nim sg.

Powrdcimy teraz do weztdéw pierwszych.
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Fakt 6.2.27 Niech K bedzie wezlem. Jesli g(K) = 1, to K jest wezlem pierwszym.

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze wezet K = K;#K> jest sumg dwdch nietrywialnych weztéw.
Z faktu 6.2.25 wynika wtedy, ze g(K) = g(K1) + g(K2). Zatem jeden z weztéw K1, Ko ma
genus zero i jest trywialny, wbrew naszemu zalozeniu. |

Implikacja odwrotna jest falszywa: pieciolistnik jest pierwszy, ale jego genus wynosi 2.
Sposrdd 2977 weztdéw pierwszych do 12 skrzyzowan, tylko 23 posiada genus réwny jeden. Sg
to: 31, 41, 52, 61, 72, 74, 81, 83, 92, 95, 935, 946; 101, 103, ].10,247, 110,343, 11a362, 11a363,
1171139, 1171,141, 12a803, 12@1166 oraz 12&1287.

Fakt 6.2.28 Kazdy wezel K mozna zapisa¢ w postaci sumy spéjnej pewnej liczby weztéw
pierwszych Ky # Ky # ... # K,,. Niewezel jest suma pustej rodziny weziéw.

Dowdd. Dowodzimy przez indukcje wzgledem genusu g(K). Przypadek bazowy g(K) = 0
jest oczywisty, gdyz wtedy K to niewezel. Zal6zmy wiec, ze fakt zachodzi dla weztéw J genusu
co najwyzej n. Niech K bedzie genusun + 1.

Jesli K jest pierwszy, nie ma czego dowodzié. W przeciwnym razie jest réwnowazny
z J1 # J2, gdzie Jy i J; sa nietrywialne. Mamy g(J1) + g(J2) = g(K) oraz g(J1), g(J2) > 1.
Zatem g(.J1), g(J2) < n. Namocy hipotezy indukcyjnej, J1 oraz J2 s3 réwnowazne sumom

J1 =2 Ki#---#K, Jo =2 Kopa1#---#K,,

gdzie K; s pierwsze. Zatem K jest rtéwnowazny z K1 # - - - #K,., co koriczy dowdd. |

Nasz aparat matematyczny jest niedostatecznie rozwiniety, by méc udowodnié jedynosé
rozkladu. Niestety!

Twierdzenie 6.2.29 — Schubert, 1949. Kazdy nietrywialny wezel rozklada sie na wezly
pierwsze. Rozklad jest, z dokladnoscia do kolejnosci sktadnikéw, jednoznaczny.

Schubert podal geometryczny dowdd oparty o powierzchnie Seiferta; wyrazit go w jezyku
PL-rozmaitosci ([399]), ale nieduzym wysitkiem mozna dokonaé adaptacji do gtadkiego $wiata.
Praca Schuberta korzysta z twierdzenia Alexandera, ze 2-sfera w przestrzeni R® ogranicza
dysk, i jego odpowiednika dla toruséw w S3.

Hashizume [181] rozszerzyl wyniki Schuberta do splotéw.

Fakt 6.2.30 Istnieje nieskoriczenie wiele weztéw pierwszych.

Dowdd. Pokazemy, ze wszystkie wezly (2n + 2)1 s pierwsze, gdzie n > 1. Istotnie, algorytm
Seiferta zastosowany do diagramu tego wezla wyprodukuje 2n + 1 okregéw.

(2D

Wynika stad, ze genus wynosi 1 (1 — (1 + 2n) 4 (2 + 2n)) = 1, poniewaz wyznacznik ma
warto$¢ 4n + 1, wezly (2n + 2)1 nie sa trywialne i s3 parami rézne. [ |
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Genus kanoniczny, genus wolny

Czy w definicji genusu mozna ograniczy¢ sie do tych powierzchni Seiferta, ktére produkuje
algorytm Seiferta? Niestety, poza pewnymi wyjatkami, nie. Zanim przekonamy si¢, dlaczego
tak jest, zdefiniujmy jeszcze dwa niezmienniki.

Definicja 6.2.31 — genus kanoniczny. Niech K bedzie wezlem. Najmniejszy z genuséw
powierzchni Seiferta wezla K, ktére pochodzg z algorytmu Seiferta, nazywamy genusem
kanonicznym i oznaczamy symbolem g. K lub krétko g..

Stojmenow [425] opisat diagramy weztéw o kanonicznym genusie rownym 2. Cze$¢ z jego
wynikéw przenosi sie na genus 3. Jak sam pisze, sklasyfikowane wczeséniej wezly o genusie
(kanonicznym) 1 okazaly sie by¢ zbyt waska klasa.

Pod koniec lat pieé¢dziesiatych Crowell i Murasugi niezaleznie zauwazyli, ze algorytm
Seiferta zastosowany do alternujacego diagramu zawsze daje powierzchnie o minimalnej
powierzchni. Ich kombinatoryczne uzasadnienie byto do$¢ zawile, elementarny dow6d podat
Gabai [149].

Dubel tréjlistnika ma genus réwny 1, ale algorytm Seiferta zastosowany wobec wezla
produkuje powierzchnie o genusie co najmniej 3, jak przewiduje ograniczenie znalezione
przez Mortona [307, twierdzenie 2]:

Fakt 6.2.32 Niech P(v, z) bedzie wersja wielomianu HOMFLY spetniajaca zaleznosé

1

5P+ —vP_ = zP,. (6.16)
Wtedy M = maxdeg, P(v,z) < 2ge.

Ramie w ramie udalo sie pokazaé, ze dla wielu klas weztéw znak < w nieréwnos$ci Mortona
mozna zastapi¢ przez =. Chronologicznie, pokazano to dla weztéw alternujacych (Crowell
[102], niezaleznie Murasugi [319] okoto 1959), jednorodnych* (Cromwell [100] w 1989), dubli
whiteheadowskich wezléw dwumostowych (Nakamura [331], Tripp [444] na poczatku XXI
wieku) czy wreszcie dubli alternujgcych precli (Brittenham, Jensen [54]). Stojmenow [419]
sprawdzit, ze nier6wnoéé Mortona jest réwnoscia dla wszystkich weztéw do 12 skrzyzowan;
znalazl tez przyklady weztéw, dla kedrych jest ostra: 15100154, 15167945

Definicja 6.2.33 — genus wolny. Niech K bedzie weztem. Minimalny genus sposréd
powierzchni Seiferta wezta K, ktérych dopelnienie w 3-sferze jest cialem z rgczkami,
nazywamy genusem wolnym i oznaczamy gy.

(O cialach z raczkami pisza Burde, Zieschang [64, s. 44-48]). Dopelnienie powierzchni
Seiferta jest zawsze cialem z raczkami, wiec mamy oczywiste nieréwnosci

g <95 < ge.- (6.17)

Jak duza moze by¢ réznica miedzy kolejnymi genusami? Juz Kirby [226, problem 1.20a] chciat
zna¢ oszacowania réznicy g — g. Morton [307] pokazal, ze genus pewnych weztéw nie jest
realizowany przez zaden diagram do ktérego stosuje sie algorytm Seiferta, cho¢by 10165.
Moriah, matematyk izraelski, rozwiazal problem Kirby’ego dekade pdéZniej:

*Uogélnienie wezléw alternujacych.
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Fakt 6.2.34 Niech K bedzie weztem, Dy, (K) jego dublem Whiteheada z k # 0 skrece-
niami, za§ B, (K) to n-krotne nakrycie cykliczne sfery S® rozgalezione nad weztem K.
Jezeli ranga pierwszej grupy homologii B|41| (/) wynosir, to

2r — 1
gr(Dy(K)) > Tk (6.18)

Dowéd. Praca [305]. Dowéd opiera sie na chirurgii weztéw i splotéw w sferze S°. |

Whiosek 6.2.35 Niech K bedzie sumg spdjng n tréjlistnikéw, potézmy k = —1. Wtedy

pierwsza grupa homologii ma range r = 2n i genus wolny jest nieograniczony

dn — 1
6

gr(D-1(31)) > , (6.19)

podczas gdy zwykly genus to g(D—_1(37)) = 1.

Kawauchi [218] zbadat wezet K,,,, sume spdjna m kopii skreconego whiteheadowskiego
dubla trjlistnika, i policzyt, ze réznica g.(Km) — g(Km ) wynosi 2m. Wreszcie Kobayashi
oraz Kobayashi [231] wskazali nieskoficzong rodzine weztéw nieograniczonego genusu, dla

ktérej

9e(K) = Sg5(K) = 29(F). (6.20)

Macierz Seiferta

Macierz opisana w tej podsekeji nie jest niezmiennikiem weztéw, ale prowadzi do wielomianu
Alexandera (i dwoch nowych niezmiennikéw: sygnatury i niezmiennika Arfa).
Niech K bedzie wezlem z diagramem D i powierzchnia Seiferta S.

Definicja 6.2.36 — graf Seiferta. Graf otrzymany przez $ciagniecie dyskéw z dowodu
faktu 6.2.3 do punktéw oraz skurczenie doklejonych paskéw do krawedzi nazywamy
grafem Seiferta diagramu D.

Murasugi [328, s. 79] proponuje jako ¢wiczenie dowdd faktu:

Fakt 6.2.37 Kazdy graf Seiferta jest dwudzielny i planarny.

Skoro graf Seiferta jest planarny, to dzieli sfere S* na f obszaréw. Mozna wyznaczyé ich
liczbe: skoro x(S?) = d—b+ f = 2,t0 f — 1 = 1 — d + b, pomijamy obszar nieograniczony.
Brzeg kazdego obszaru jest zamknietg krzywa, z ktérych tworzymy krzywe 1, . .., zm na
powierzchni Seiferta. Generuja one grupe podstawowa 71 (.5).

Niech S bedzie powierzchnia Seiferta z wyrézniona wierzchniga strong. Jesli krzywa x;
biegnie po powierzchni S, przez x; oznaczaé bedziemy dodatnie wypchniecie: réwnolegla do
x; krzywa, ktéra biegnie tuz nad nig. (W razie problemdéw z wyobrazeniem sobie tego, mozna
wykona¢ papierowy model powierzchni Seiferta albo popatrze¢ na rysunek w [274, s. 111] albo
zrobié jedno i drugie).
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Definicja 6.2.38 — macierz Seiferta. Przy zachowaniu powyzszych oznaczen, macierz,
ktorej wyrazy okresla wzér M; ; = Ik(x:, 2} ), nazywamy macierza Seiferta.

Konstrukcja macierzy Seiferta zalezy od wyboru diagramu oraz orientacji krzywych z;,
dlatego nie jest niezmiennikiem wezléw. Stanie sie nim, kiedy uwzglednimy jeszcze wpltyw
ruchéw Reidemeistera.

Fakt 6.2.39 Kwadratowa macierz V' o catkowitych wyrazach jest macierza Seiferta wezia
wtedy i tylko wtedy, gdy det(V — V') = 1.

Dowéd. Kawauchi [219, s. 62] pisze, ze wynika to z klasyfikacji macierzy Seiferta splotéw. W

Definicja 6.2.40 Dwie macierze M, M2 nazywamy S-réwnowaznymi, jesli jedna z nich
daje sie otrzymaé z drugiej poprzez wykonanie skoriczonego ciggu operacji A1, A2 oraz
ich odwrotnosci.

Operacji A2 nie mozna krétko opisaé stowami, ale na szcze$cie mozna wzorem: niech
* bedzie dowolng liczbg catkowity, wtedy

0 O * 0
M Do M Do
AQ(M) = 0 0 albo « 0] - (6.21)
* ... x 0 0 0 ... 0 0 1
o ... 01 0 0O ... 00 O

Operacja A1 polega na zastapieniu macierzy M przez PM P*, gdzie P jest dowolng
odwracalng macierzg o catkowitych wyrazach (wtedy det P = +£1).

Badania powyzszej relacji réwnowaznosci prowadzili w latach sze$¢dziesiatych ubieglego
stulecia Trotter [446], Murasugi [321] oraz Levine [259]. Litera S, jak nietrudno sie domysli¢,
pochodzi od Seiferta.

Fakt 6.2.41 Macierz Seiferta modulo S-réwnowazno$¢ jest niezmiennikiem splotéw.

Dowdd tego faktu jest elementarny, ale do$¢ dtugi. Razem z ulatwiajacymi zrozumienie
diagramami mozna znalez¢ go w podreczniku Kawauchiego [219, s. 64] albo Murasugiego;
liczne inne dowody wzmiankujg Burde, Zieschang [64, s. 152]. Dlatego my mozemy pozwoli¢
sobie na przeskoczenie go i skupimy sie na tym, jakie niezmienniki mozna otrzymaé z macierzy
Seiferta.

Wyznacznik calej macierzy Seiferta nie jest niezmiennikiem. Wykonujac operacje Az
dostajemy macierz, ktérej ostatnia kolumna albo ostatni wiersz s3 zerami, wiec jej wyznacznik
takze jest zerem. Jesli jednak najpierw dokonamy jej symetryzacji, dostaniemy znany juz
niezmiennik.

Fakt 6.2.42 Niech M bedzie macierza Seiferta wezta K. Wtedy

det K = | det(M + M")|. (6.22)
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Przez wprowadzenie dodatkowej zmiennej ¢t € R, ponownie uogélnimy wyznacznik do
wielomianu Alexandera.

Fakt 6.2.43 Niech M bedzie macierzg Seiferta stopnia k wezta K. Wtedy

Ax(t) =t %2 det(M — tM?). (6.23)

Sygnatura

Sygnatura jest kolejnym niezmiennikiem, do zdefiniowania ktérych wystarczy znaé macierz
Seiferta. Pochodzi prawdopodobnie z lat szes$édziesiatych (Trotter [446] dla wezidéw, Murasugi
[321] dla splotéw). Kto§ powiedzial nam kiedys, ze ujednolicenia réznych podejéé do form
kwadratowych zwiazanych z weztami dokonali Gordon, Litherland, Murasugi w pracy [168],
ale potem trafiliémy na artykul Przytyckiego [369] pelen historycznych ciekawostek oraz dwéch
kolejnych odnosnikéw: do wspomnianej przed chwila pracy [321], ale tez [167] samych Gordona,
Litherlanda, ktérzy siegaja zenitu i wigza dzielg Goeritza, Trottera, Murasugiego et alli. Moze
po prostu najlepiej przeczytaé wszystko?

Definicja 6.2.44 — sygnatura. Niech M bedzie macierza Seiferta zorientowanego splotu
L. Wielkos¢
oL =oc(M+ M), (6.24)

sygnature macierzy M + M?*, nazywamy sygnatura splotu L.
Fakt 6.2.45 Sygnaturajestaddytywna:o (K1 #...# Kyn) = > ;_, o(Kg).
Wiemy o tym od Murasugiego [328, s. 127].
Dowdd. Bez straty ogdlnoéci ograniczmy sie do przypadkun = 2 i ustalmy powierzchnie
Seiferta F, F> dlaweztéw K, K> z macierzami Seiferta My, M». Powierzchnia dlaich sumy

spdjnej K1 # K> powstaje przez sklejenie F oraz F» paskiem. W jezyku macierzy oznacza to,
ze macierz Seiferta wezla K # K> ma posta¢ M = My & M. Zatem:

o(Ky# Ko) = o(M + M") (6.25)

=o(My + M{) + (Mo + M3) (6.26)

=0(K1) + o(K>), (6.27)

co koriczy dowéd. [

I Whiosek 6.2.46 Nie istnieje bezposredni zwigzek miedzy sygnaturg i liczbg mostows.
Wiemy o tym z ksigzki Livingstona [274, s. 145].
Dowdd. Wezel torusowy 15, jest dwumostowy, jego sygnatura wynosi n — 1. Suma spéjna

wezléw prostych (sumy przeciwnie zorientowanych tréjlistnikéw) ma zerowg sygnature, ale
na mocy faktu 3.3.3 jej liczba mostowa jest nieograniczona. |
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Fakt 6.2.47 Niech L bedzie splotem. Wtedy o(mL) = —o(L) orazo(rL) = o(L).
O tym takze wiemy od Murasugiego [328, s. 127].

Dowéd. Wynika to z podobnych faktéw dla macierzy Seiferta. Réwnowaznosé M, ~ — M}
wynika z tego, ze zamiana nad- i podskrzyzowan odwraca wzajemne polozenie krzywych,
ktérych indeksu zaczepienia szukamy.

Podobnie pokazuje sie, ze M, ~ M}. |

I Whiosek 6.2.48 Jesli K jest wezlem achiralnym, to o (K) = 0.

Wezly achiralne majg zerowg sygnature, zatem trdjlistnik nie jest achiralny. Z faktéw 6.2.45
oraz 6.2.47wynika, ze suma tak samo zorientowanych tréjlistnikéw nie jest achiralna (o = +4).
Jak mozna przekona¢ sie ze standardowego diagramu wezta prostego, ten jest achiralny.
Pisali$my co$ o tym na stronie 39.

Fakt 6.2.49 Niech K bedzie wezlem. Jesli Ak (t) = 1,t00(K) = 0.

Zalozenie Ak (t) = 1 jest spelnione przez cztery wezly pierwsze do 12 skrzyzowan, sg to
11nga, 11n42, 120313 oraz 12n430, patrz wzmianka po fakcie 5.1.6.

Dowdd. Murasugi twierdzi, ze zostalo to udowodnione przez Milnora w [298], nie jeste$my
jednak pewni, gdzie dokladnie, ale raczej poza sekcja piata. |

Istnieje réwnowazna definicja, ktdra nie wymaga czasochlonnego wyznaczania macierzy
Seiferta.

Fakt 6.2.50 Sygnatura to niezmiennik topologiczny zadany kiebiasta relacja rekurencyjna:
¢ U(O) =0,

- o(Ky)—o(K-) € {0,2},

« 4| o(K) wtedy i tylko wtedy, gdy V(2¢) > 0, gdzie V to wielomian Conwaya.

Symbole K}, K_ objasnione s przy definicji 5.1.10.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze sygnatura wezla spelnia trzy powyzsze aksjomaty, a nastepnie
zauwazy¢, ze korzystajac z nich jesteSmy w stanie wyznaczy¢ jednoznacznie sygnature dla
dowolnego wezta. Wynika to z faktu, ze kazdy wezel mozna zmienié¢ w niewezet odwracajac
pewne skrzyzowania. Pomyst opisal dokladnie Giller [158, trzecie spostrzezenie], sam opart
sie o [321, twierdzenie 5.6]. [ |

Sygnatura pozwala uzyskaé proste oszacowanie liczby gordyjskiej od dotu:

Fakt 6.2.51 Mamy 2u(K) > |o(K)|.

Liczba gordyjska 83 z 801 wezléw pierwszych o mniej niz dwunastu skrzyzowaniach nie
jestjeszcze znana. Dla 272 spo$rdd pozostalych mamy réwnosé 2u = |o|.
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Dowdd. Ustalmy diagram D dla wezla K. Odwr6cenie dowolnego skrzyzowania polega na
przejéciu z diagramu D do D_ lub z D_ do D . Zgodnie z relacjg klebiasta, sygnatura
pozostaje taka sama lub zmienia warto$¢ o 2. Po wykonaniu u odwrécen otrzymujemy diagram
niewezla o sygnaturze zero, zatem sygnatura wyj$ciowego wezla nie mogta przekraczac 2u.
To koriczy dowdd. [ ]

W [409] Shinohara pokazal, ze dla kazdej pary nieujemnych liczb catkowitych m, n istnieje
wezel K owyznaczniku 4m+1(8m+5, 4m+3) oraz sygnaturze bez znaku 8n (8n+4, 4n—+2).
Ponadto, jesli m nie dzieli sie przez 3, istnieje wezet o wyznaczniku 8m + 1 i sygnaturze bez
znaku 8n + 4.

Czas na raczej niezbyt uzyteczng ciekawostke.

Hipoteza 6.2.52. Czy istnieje wezel o sygnaturze 4 i wyznaczniku postacin = 4k + 12

Stojmenow twierdzi, ze jeéli tak jest, to wszystkie pierwsze dzielniki n muszg dawac reszte
1z dzielenia przez 24 i s3 wieksze od 2857. Patrz [344, s. 540].

Czytajac przegladows prace Conwaya [93] dowiedzieliSmy sie, ze w latach sze$édziesigtych
sygnatura zostala uogélniona do funkcji o7, : S* — 7Z. Wiekszo$¢ podrecznikéw, a takze
prace Levine’a [258] oraz Tristrama [445], wprowadza j3 przy uzyciu macierzy Seiferta, wiec
my postapimy doktadnie tak samo.

Definicja 6.2.53 — sygnatura Levine’a-Tristrama. Niech M bedzie macierzg Seiferta
zorientowanego splotu L. Funkcje o1, : S* — Z dang wzorem

orL(w) :=o[(1 —w)M + (1 —©)M"] (6.28)
nazywamy sygnaturg Levine’a-Tristrama splotu L. Jest niezmiennikiem splotéw.

Funkcja o, jest kawatkami stata. Conway pisze w [93], ze wynika to ze wzoru na wielomian
Alexandera Ar,(t) = det(tM — M"). Jedynymi punktami nieciaglosci s3 zera wielomianu
(t — 1)Ar(t), to $wiezy wynik Gilmera, Livingstona z [159].

Méwimy, ze funkcja zdefiniowana na okregu jest zbalansowana, jezeli w kazdym punkcie
nieciagloéci przyjmuje warto$¢ réwna $redniej z lewo- oraz prawostronnej granicy w tym
punkcie. Livingston podat peing charakteryzacje zbilansowanych sygnatur Levinea-Tristrama
dla weztéw, analogiczny problem dla splotéw wydaje sie by¢ wciaz otwarty.

Fakt 6.2.54 Funkcja zbalansowana o: S* — 7 jest realizowana jako sygnatura pewnego
wezla wtedy i tylko wtedy, gdy:

1. dlakazdegow € S* mamyo(w) = o(@),

2. 0(1) =0,

3. kazdy punkt nieciaglosci funkgji o jest miejscem zerowym wielomianu Alexandera
wezla,

4. jezeliargumenty w1, wo $3 sprzezone w sensie Galois, to o (w1) = o(w2) modulo 2.

Dowéd. Livingston pisze w [276], ze dowdd w prawg strone jest do$¢ dobrze znany, natomiast
w lewo korzysta z wynikéw Kondo [239] i Sakaiego [391], Ze kazdy wielomian Alexandera wezla
jest realizowany przez wezel 1-gordyjski oraz zachowania zbalansowanej sygnatury podczas
odwracania skrzyzowania. [ |
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Kawauchi [219, 5. 151] wspomina nieréwno$¢’ u K > log, |Q(—1)], ale nie podaje zadnych
przyktadéw. Poprawimy ten stan rzeczy. Wezet 815 jest 2-gordyjski i jego wielomian BLM/Ho
wynosi

Q(818; ) = 62" + 242° + 142° — 362" — 262° 4 122° + 22 + 5, (6.29)

wiec Q(818, —1) = 91i zaden 1-gordyjski wezel nie moze mie¢ tego samego wielomianu
BLM/Ho (ani Kauffmana) jak 8:5. (Dokladnie to samo rozumowanie dziata dla 935, 937, 946,
947, 948, 1074, 1075, 1098, 1099, 31 wezléw pierwszych o 11 skrzyzowaniach i 123 wezléw
pierwszych o 12 skrzyzowaniach).

Fakt 6.2.55 Niech wezet S bedzie satelita z towarzyszem C', wzorcem P oraz indeksem
zaczepenia n. Wtedy
os(w) =op(w) + oc(w™). (6.30)

Dowdd. Szczegdlny przypadek w = —1 rozpatrywatl wezesniej Shinohara [409]. Pelny dowdd
znajduje sie w artykule Litherlanda [272]. |

Wreszcie:

Fakt 6.2.56 Niech L bedzie splotem. Wtedy albo wielomian Alexandera Ay, (t) jest zerem
tozsamos$ciowo, albo posiada co najmniej |o | zer, liczonych z krotno$ciami, na okregu
jednostkowym.

Dowdd. Aneks w ksiazce Liechtiego [267], ktora nie wyglada na zwiazana z teoria weztéw. W

Niezmiennik Arfa

Cahit Arf wprowadzil w 1941 roku pewien niezmiennik nieosobliwych form kwadratowych
nad cialem charakterystyki dwu. Zrobit to miedzy innymi po to, by sklasyfikowa¢ takie formy
kwadratowe. My poznamy wariant niezmiennika Arfa dla wezltéw.

Niech (v;,;) bedzie macierza Seiferta wezta K o genusie g. Wtedy jej wymiary wynosza
2g x 2gimacierz V — V" jest symplektyczna.

Definicja 6.3.1 Zachowujac powyzsze oznaczenia, niezmiennik Arfa to
g
Z V2i—1,2i—1V2i,2; (mod 2). (6.31)
i=1
Niezmiennik Arfa dla wezléw mozna zdefiniowaé na kilka sposobéw, z ktérych zaden nie
jest istotnie lepszy od pozostalych. Pierwszy byt pomyst Robertello [384]:
Fakt 6.3.2 — Robertello, 1965. Niech K bedzie wezlem, zas

Ax(t)=co+cit+- - +ct" + - +cot™ (6.32)

jegowielomianem Alexandera. Wtedy niezmiennik Arfato c,—1+cn—3+---+c¢. mod 2,

*Przytycki [367, 5. 198] podaje w formie éwiczen, ze u K > log, 73 K — 1, gdzie 73 zlicza tréjkolorowania; ponadto
3L < 3" L dla splotéw L.
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gdzie r = 0 dla nieparzystych n, r = 1 w przeciwnym razie.
Nieco pézniej Murasugi [322] zauwazyt, Ze warunek mozna uproscié:

Fakt 6.3.3 — Murasugi, 1969. Niech K bedzie weztem. Wtedy Arf K’ = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy Ax(—1) = £1 mod 8.

Kauffman [211, s. 143] zaproponowat troche inne podejscie z wykorzystaniem diagraméw.
Dwa wezly nazwiemy réwnowaznymi przez przejécia, jesli sa zwigzane skoficzenie wieloma
,przej$ciami”:

-— <|—|— -— <|—]—
| | o albo | | o
_— ——]» _— —]—»

Definicja 6.3.4 — Kauffman, 1983. Kazdy wezel K jest réwnowazny przez przejécia albo
z niewezlem (wtedy méwimy, ze Arf K = 0), albo z tréjlistnikiem (wtedy, ze Arf K = 1).

Wreszcie Jones [203, tw. 19] zauwazyt, ze dzieki zespolonym algebrom Clifforda oraz pracy
Lannesa [257] niezmiennik Arfa jest specjalng warto$cig wielomianu Jonesa. Jest to jedyna
definicja, ktérg latwo rozszerzy¢ do splotéw.

Fakt 6.3.5 — Jones, 1985. Arf(K) = Vi (7).

I Whiosek 6.3.6 Niezmiennik Arfa jest #-addytywny modulo 2.

Dowdd. Wynika to z faktéw 6.3.5 oraz 5.2.20 |

O niezmienniku Arfa uslyszymy jeszcze poznajac wezly plastrowe.

Homologie Chowanowa

Reszta ksigzki nie zalezy od tej sekeji, wiec Czytelnik nie dozna wiekszego uszczerbku na
wiedzy, jesli pominie te i kilka nastepnych stron (na przyktad dlatego, ze nie zna komplekséw
faricuchowych, rézniczek, grup homologii, i tak dalej). Homologie Chowanowa nazywa sie
kategoryfikacja wielomianu Jonesa. Zanim zaglebimy sie w szczegdly, rozpatrzmy prostszy
przyktad tego procesu. Niech X bedzie przestrzenia topologiczng, wtedy charakterystyke
Eulera oraz grupy homologii Iaczy zaleznosé

dim X

X(X) = > (-1)"rtk H\(X), (6.33)

n=0

a przy tym grupy homologii dostarczaja wiecej informacji, co wiecej mozna o nich mysle¢ jako
(jak 0? : |) funktorach. Homologie s3 kategoryfikacjg charakterystyki Eulera.

Niech L bedzie splotem, za$ D jego diagramem. Chowanow [221] odkryt, ze catkowite
wsp6tezynniki we wzorze o sumowaniu stanéw mozna zamienié na kompleksy grup abelowych.
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Skonstruowal rodzine grup H* (D) takich, ze

K(L,q) =Y ¢ (-1)"dimg(H"’(D) ® Q), 6.34)

gdzie K jest wersja wielomianu Jonesa. Niestety opis konstrukcji grup H*7 przeladowat
algebraicznymi szczegétami, dlatego p6Zniej Bar-Natan [25], Viro [457] przygotowali swoje
teksty z my$la o topologach. My opiera¢ sie bedziemy o pdzniejszy artykut Viro [458], ktory
zostal napisany, gdyz , Nonetheless, in most of the papers on Khovanov homology, the differences between
[25] and [457] are taken too seriously. In this paper I discuss the constructions again. I begin with the
approach of [457]. (...) Then I identify this construction with the construction of [25] and [221]”. Viro
[458] wymienia kilka innych dobrych miejsc, gdzie mozna zaczaé wycieczke do zrozumienia
homologii Chowanowa: Turnera [451] albo Bar-Natana [25], a potem Szumakowicza [411],
Chowanowa [221].

Viro zauwaza, ze powszechna definicja wielomianu Jonesa sprawia problem dla pustego
splotu (ktérego nigdy wezesniej nie rozpatrywali$émy). Mamy:

1

Vo = —41/2 _4-1/2°

(6.35)

a to nie jest wielomian Laurenta jednej zmiennej. Dlatego definiuje powiekszony wielomian
Jonesa: N
VL(t) = (=t =73 . v (), (6.36)

i méwi, ze bedzie kategoryfikowaé powiekszony wielomian Jonesa, a wlasciwie powiekszona
klamre Kauffmana. Niech ¢ := —¢'/2. Dostaje sie tak nowy wielomian, nazwijmy go K.
Spetnia trzy aksjomaty:

+ (normalizacja) K(Q) = ¢+ 1/g;

« (stabilizacja) K(L LUQ) = (¢ + 1/q)K(L);

. (relacjaklebiasta) ¢ 2K (L) — ¢*K (L-) = (¢ — ¢)K (Lo).

(Symbolika jak w definicji 5.1.10). Stad wida¢ juz, jakie grupy dobraé dla niewezla:

6. Z jedlit=0,j ==+1
Hld — { ]es 17 ) yJ ] (637)
0 w przeciwnym razie.
Wrtedy spelniona jest réwno$¢
K(L,q) =Y (-1)'¢’ tk H"(L). (6.38)

%]
Pozostato powté6rzy¢ to dla dowolnego splotu. Wzér o sumowaniu stanéw przybiera postaé:

K(L,q) =) (=1)0 P D2gmrbsD2 (g 4 1/g)10P1, (6.39)

s

Reprezentacja ta ma jedng wade: kazdy skladnik z prawej strony przyczynia sie do réznych
jednomiandéw, zatem ma wplyw na rézne grupy (ktérych dopiero szukamy). ,Surowe” stany
nie s3 prawdziwym odpowiednikiem symplekséw, jakie spotyka sie podczas kategoryfikacji
charakterystyki Eulera. Najprostszym pomystem, jak to naprawi¢, jest rozbicie ostatniej potegi
q + 1/q. Zauwazmy, ze ma tyle czynnikéw, ile wygladzenie diagramu ma sktadowych. To
motywuje definicje:
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Definicja 6.4.1 — stan wzbogacony. Stan diagramu D razem z przypisaniem znaku +
lub — do kazdego okregu s D nazywamy stanem wzbogaconym.

Dla ustalonego wzbogaconego stanu S diagramu D oznaczmy przez 7(.S) sume znakéw
przypisanych do okregéw®. Wtedy

q(SWrD—|s|)/2(q+1/q |sD| __ Z (BwrD—|s \+27(S))/2 (6.40)
S/s

gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszystkich stanach S wzbogacajacych stan s. Niech

1
Jj(s) = 5(3er —|s| +27(S)). (6.41)
Dobrneli$my do
K(L,q) =) (-1 Prl02g ™), (6.42)
s

tym razem sumujemy po wszystkich wzbogaconych stanach diagramu D.

Potrzebujemy jeszcze troche nowych obiektéw. Niech C'(D) oznacza wolna abelowa grupe
generowang przez wzbogacone stany diagramu D, a C? (D) bedzie jej podgrupa generowana
przez wzbogacone stany S takie, ze j(S) = j.

Czyni to C'(D) wolng grupg abelowg z Z-gradacja:

D)= (D). (6.43)

jEL

Dla ustalonego stanu wzbogaconego S, niech i(S) = (wr D — [s|)/2. Okreslmy ostatnia
podgrupe, C*7 (D) < C7(S) generowana przez wzbudzone stany S, dla ktérych i(S) = i.
Dostajemy wreszcie

Z Z )tk C™7 (D). (6.44)

Jj=—o0 i=—00

Teraz ,wystarczy” zdefiniowaé funkcje d: C*4 — C**1J oraz sprawdzié, ze d* = 0,
czyli ze d jest rézniczka. I to bytby juz koniec, ale nam brakuje sit, by przyblizy¢ konstrukcje.
Rézniczka pozwala przejié z grup C*7 do grup homologii. Pewne wyjasnienia znalezé mozna
w [370, s. 42], gdzie podano przepis wymagajacy tylko ponumerowania skrzyzowan.

Topolog izraelski Bar-Natan [26] podal algorytm’ o zlozonosci obliczeniowej O (exp(cy/1))
liczacy homologie Chowanowa, gdzie cjest pewng stala, zas n liczba skrzyzowan na diagramie.
Nie mozemy liczy¢ na istotne przyspieszenie: znalezienie przyblizenia wielomianu Jonesa jest
w og6lnoéci problemem #P-trudnym (Kuperberg [247], Vertigan [455]), ale trywialnym przy
znanych homologiach. (Patrz tez fakt 5.2.21).

Kronheimer, Mréwka [246] pokazali:

Fakt 6.4.2 Zredukowana kohomologia Chowanowa wykrywa niewezet.

Oznaczenie wzigte z pracy Viro, zywimy nadzieje, ze nikt nie wezmie 7 za liczbe kolorowan z rodziatu drugiego.
Poza tym, Viro pisze o (s) zamiast naszego |s| oraz | s| zamiast naszego |sD|. Ostrozno$¢ wskazana.
7Zrédto: komentarze pod postem https://mathoverflow.net/a/232267


https://mathoverflow.net/a/232267
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Niedowdd. Dowéd skiada sie zdwéch krokéw. W pierwszym panowie pokazuja, ze istnieje ciag
spektralny zaczynajacy sie od zredukowanej kohomologii Chowanowa, po ktérym nastepuje
koniec: homologia zdefiniowana osobliwymi instantonami. Potem dowodza, ze ta homologia
jest izomorficzna z instantonowa homologig Floera szwowego dopelnienia wezla, o ktérej
wiadomo, ze wykrywa niewezet. |
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7. Wybrane rodziny weztéw

Przyjeta przez nas definicja wezla czy splotu jest bardzo ogélna. O tak okreslonych obiektach
mozna udowodnié niewiele twierdzen. W dalszej cze$ci tego rozdzialu bedziemy rozpatrywali
rozmaite klasy splotéw. Jest rzeczg jasng, ze im wezsza klasa, tym wiecej twierdzen o jej
elementach mozna udowodnié¢. Naktadane przez nas ograniczenia beda réznego charakteru.
Zaczniemy od warkoczy oraz suptéw, ktére stanowia cegietki do budowy splotéw. Z pojeciem
supta mocno zwiazane s3 sploty dwumostowe. Potem poznamy precle, sploty zlozone z wielu
warkoczy polgczonych ze sobg oraz bardzo symetryczne wezly Lissajous. P6Zniej zbadamy
wezly torusowe, klase zrozumiang jako jedna z pierwszych, uogélnienie wezléw zlozonych:
wezly satelitarne i opowiemy krétko o weztach hiperbolicznych. Na koniec przytoczymy kilka
wynikéw czterowymiarowej teorii weziéw plastrowych i tasmowych.

Z chronologicznego punktu widzenia, pierwszg nieskoficzong rodzing weztéw poddang
rygorystycznej klasyfikacji byly wezly torusowe (Schreier [398]), a trzy dekady pdzniej tez
wezly dwumostowe (Schubert [402]). Suply czekaly do lat siedemdziesigtych (Conway [94]).

Warkocze

Warkocze, a dokladniej grupa warkoczy, rozwazane po raz pierwszy byly niejawnie przez
Hurwitza w pracy z 1891 roku o monodromii oraz jawnie przez Artina [15] w 1925 roku. Dla nas
gléwnym Zrédlem wiedzy byta wspaniala praca przeglgdowa Birman, Brendle [33] po§wiecona
warkoczom, ale tez notatki Gonzileza-Menesesa [165] z kursu zorganizowanego w Pau.

Zalujemy, ze nie odkrylismy wczesniej przyjemnej w lekturze i pieknie ilustrowanej ksigzki
Kassela, Turajewa [210], ktérg polecamy kazdemu, kto chce poswiecié sie teorii warkoczy. Ta
ostatnia pozycja obejmuje wszystko, o czym piszemy my, a dodatkowo tez reprezentacje
Lawrence’a-Krammera-Bigelowa, makaron i widelce, algebry Iwahoriego-Heckego albo §lady
Ocneanu oraz wiele innych tematéw.

Definicja 7.1.1 — warkocz. O dwéch punktach (di, t1), (dz, t2) wwalcu B® x [0,1] C R?
powiemy, ze laczacy je odcinek jest malejacy, jesli ¢; > ¢2. Lamana malejaca to taka,
ktéra jest ztozona z odcinkéw malejacych. Teoriomnogo$ciows sume parami roztgcznych
famanych malejacych, ktére lacza zbiory {x1,...,zn} x {1} oraz {z1,..., 2z} x {0},
nazywamy warkoczem o n pasmach.

Poszczegéblne pasma warkocza mozemy utozsamia¢ z wykresami pewnych (gladkich)
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funkcji f;: [0,1] — R?,jesli zbiory {£;(0) : 1 < i < n} = {fi(1) : 1 < i < n} s3réwne.
Intuicyjnie, wartosci f;(0) opisujg poczatki, a f;(1) korice pasm.

Wtedy dwa warkocze f1, f2, ..., fnOraz g1, g2, . .., gn uznajemy za réwnowazne, jesli
istnieje miedzy nimi izotopia: funkcje ciggte dwéch zmiennych F; (¢, s) okre§lone na zbiorze
[0, 1] x [0, 1] takie, ze F;(¢,0) = f;(t) oraz Fj(t, 1) = g;(t). Przez analogie do wezléw mozna
zdefiniowa¢ diagramy warkoczy jako cienie bez katastrof. Najcze$ciej rzutujemy prostopadle
do odcinka {0} x [0, 1].

Definicja 7.1.2 Okre$lmy pomocniczo dwie kontrakeje B2 x [0,1] — B2 x [0, 1]:
1 (d7 t) = (d7 t/z)
1
ba(dot) = (d 5+ 1)

Klasy abstrakeji warkoczy z mnozeniem danym wzorem z1 2z = 91 (21) U 2(22) tworza
grupe warkoczy By, . Jej elementem neutralnym jest warkocz 1, = i, {z1} x [0, 1].

Sprawdzenie aksjomatéw grupy pozostawiamy Czytelnikowi, pozostawiajgc mu maly
wskazéwke graficzng:

B1B2 B3
) A~ C = y ™ ™ \/
B g1 13 B P25
Fakt 7.1.3 Grupa warkoczy B, ma prezentacje
{01, ,0n-1:0i0i+105 = 04100541, |i — j| #1 = 0405 = 050:}.  (7.])

Pierwszy byl sam Artin [15], wiele lat p6Zniej Birman, Ko, Lee odkryli nowa, ,,symetryczng’
prezentacje, ale dla oszczedno$ci miejsca nawet ich nie cytujemy. Wraz z uplywem czasu
pojawily sie nowe dowody (w kolejnosci chronologicznej): Magnusa [281], Bohnenblusta [39],
Chow [89], Fadella i van Buskirka [128], Foxa i Neuwirtha [140]. Patrz tez do ksigzki Birman
[32] albo do [64, s. 164]. Gonzalez-Meneses [165] przytacza ze szczegdtami niektére dowody
(przez czesanie warkoczy, grupy podstawowe komplekséw komérkowych i inne).

Generatory o; posiadaja nieskomplikowang interpretacje graficzna:

n
S

1

Jesli zapomnimy, jak poszczegdlne pasma krzyzuja sie, kazdy warkocz staje sie permutacja
zbioru n-elementowego. To odwzorowanie jest ,na” i zgodne ze sktadaniem warkoczy, dlatego
wyznacza homomorfizm B,, — S,,. Jego jadro stanowi podgrupa warkoczy czystych, czyli
takich, ze poczatek i koniec kazdego pasma znajduja sie w tej samej pozycji. Patrz tez [64, s.
170].
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Fakt 7.1.4 Grupa warkoczy B, jest przemienna wtedy i tylko wtedy, gdy n = 1, 2.

Dowdéd. Dlan = 1 grupa warkoczowa jest trywialna, dlan = 2 mamy By & Z. Zalézmy, ze
n > 3. Wtedy grupa symetrii S,, jest nieprzemienna, zatem grupa B,, takze takajest. W

Obrazem generatora o; € B, jest transpozycja (¢,¢ + 1) € Sp, co pozwala przepisaé
prezentacje Artina grupy B, do prezentacji Coxetera grupy symetrii:

Sn = <81, vy Sn—1 | S? =1,8i8i+18; = Si+18iSi+1,8iSj = S;8i dla |’L —j| 76 1> (7.2)

Fakt 7.1.5 Jeslin > 3, to centrum grupy B., jest generowane przez warkocz ([, 7).

Burde, Zieschang [64, s. 172] podajg to samo stwierdzenie z n zamiast 2 w wykladniku.

Niedowéd. Zazwyczaj wskazuje sie dowdd Garside’a [153], ale pierwszy dowdd opublikowat
Chow [89], o czym Garside pisze w abstrakcie swojej pracy. |

Grupa Bs jest izomorficzna z grupa podstawows trdjlistnika (patrz przyktad 6.1.3). Nie
istnieje zaden wezel, ktérego grupa podstawowgy bylaby jednak B, dlan > 4:tam elementy
01, 0y, OFaz generator centrum rozpinajg grupe izomorficzng z Z*°. Natomiast asferyczna,
niezwarta 3-rozmaito$é nie moze mieé grupy podstawowej Z*. Musimy niestety pominaé
czysto kohomologiczny dowdd' faktu, ale zaiste prowadzi to do sprzecznosci. (Patrz [64, s.
22712).

Warkocze a sploty

Kazdy warkocz mozna domkng¢ do wezla, Iaczac ze soba punkty (z;, 1) oraz (x;, 0) famanymi,
ktérych rzuty do plaszczyzny diagramu nie przecinaja sie. Nie wiadomo, kto wymyslit operacje
domykania warkoczy, ale byta ona z pewnoscia znana Alexanderowi: rozpatrywano je jeszcze
przed samymi warkoczami.

Twierdzenie 7.1.6 — Alexander, 1923. Kazdy splot powstaje przez domkniecie pewnego
warkocza.

Niedowod. W kolejnosci chronologicznej: najpierw Alexander [11], a po blisko potowie wieku
Morton [308], Yamada [470] (co daje latwy do zaimplementowania program komputerowy)
iVogel [459] (ulepszajacy algorym Yamady). Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 24] tez podaja
dowdd tego twierdzenia. |

Manturow [286] pokazal, ze od warkocza mozna wymagaé kwazitorycznoéci (warkocz
nazywamy torycznym, jezeli jest postaci (o1 . .. op—1)? oraz kwazitorycznym, jezeli powstaje
przez odwrdcenie niektérych skrzyzowan z warkocza torycznego).

Twierdzenie 7.1.7 — Markow, 1936. Sploty powstate przez domkniecie dwdch warkoczy
sa takie same wtedy i tylko wtedy, gdy jeden warkocz powstaje z drugiego przez ciag

!Glodny wiedzy Czytelnik powinien odwiedzié https://math.stackexchange.com/a/2119984.
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sprzezen: 21 — 222125 - oraz proceséw Markowa, ktére zastepuja n-warkocz 3 przez
(n + 1)-warkocz Soi-?.

Niedowdd. Kompletny i godny nasladowania dowdd znajduje sie w trudno dostepnej ksigzce
Birman [32], wiec warto sprawdzi¢ inne, opublikowane péZniej materialy: Morton [308] opisat
przepiekng, a przy tym elementarng idee ,nitkowania’, potem Traczyk [442] podal czysto
kombinatoryczne, dwuwymiarowe uzasadnienie oparte o okregi Seiferta, wreszcie mamy tez
nowe geometryczne rozumowanie Birman, Menasco [35] wykorzystujace foliacje. [ ]

Pierwsze sformulowanie twierdzenia pochodzace od Markowa [289] korzystalo z trzech
ruchéw, jeden z nich stanowil uogélnienie II ruchu Reidemeistera. Weinberg [463] zauwazyt
trzy lata p6Zniej, ze wystarcza dwa ruchy. Lambropoulou, Rourke [253] przedstawili wersje
twierdzenia wymagajaca tylko jednego , L-ruchu”.

Historia twierdzenia Markowa jest raczej dramatyczna: Markow przedstawit swéj dowdd
ustnie, ale nigdy go nie opublikowat, zostawiajac to zadanie swojemu uczniowi, Weinbergowi.
Ten jednak zostal zabity podczas wojny, wkrotce po opublikowaniu pierwszej pracy na temat
teorii weztéw i na doktadny dowdd trzeba bylo czekaé na Birman [32] blisko 40 lat. Dowdd jest
tez u Burdego, Zieschanga [64, s. 184].

Nie znamy wielu twierdzen o warkoczach i splotach, jakie powstaja przez ich domykanie.
Jones [203] podat bez dowodu:

Fakt 7.1.8 Niech b € B, bedzie stowem zapisanym na standardowych generatorach.
Oznaczmy przez b, b— nieznakowang sume dodatnich, ujemnych wykladnikéw. Jesli
by — 3b— > n, to domkniecie warkocza b nie jest achiralne.

Reprezentacja Buraua

Niech M,, oznacza przez chwile macierze n x n nad pier§cieniem Z[t, 1/t]. Werner Burau
[59] wprowadzil do matematyki reprezentacje warkoczy ¢: B, — M, nazywang teraz jego
nazwiskiem. Wyznaczona jest ona przez obrazy generatoréw:

1—t t
plog) =11 & D In—i-1 (7.3)
1 0

Bezposredni rachunek dowodzi, ze reprezentacja ¢ jest wierna dla n < 2. Magnus, Peluso
[283] pokazali to samo dlan = 3, aleich prace czyta sie tak trudno, ze polecamy siegngé raczej
po to, co napisata Birman [32, s. 129] albo Kassel, Turajew [210, s. 110]. Z drugiej strony Moody
[303] uzywajac calek po konturach i nie uzywajac komputera odkryt, Ze reprezentacja nie
jestwiernadlan > 9. Long, Paton [279] zauwazyli zwiazek miedzy technikami Moody’ego,
dualnoscig Poincarégo i formg Squiera, co pozwolito ulepszy¢ wynik don > 6. Ich konstrukcja
korzysta z pewnej zamknietej krzywej na sze$ciokrotnie przeklutym dysku o pewnych cechach
homologicznych. Bigelow [29] pokazat u schylku stulecia podobnymi metodami (ale juz ze
wsparciem komputera), ze przypadek n = 5 tez jest niewierny: jesli

-1 2 3
Y1 = 03 020102040302, (7.4)

1 —2 2 2 5
Yo = 04 03020, 0201050104, (7.5)

to komutator [¢] 'oath1, 15 04030207 020304%2) nalezy do jadra.
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Czy reprezentacja Buraua dla By jest wierna? Negatywna odpowiedz na to pytanie prawie
na pewno prowadzitaby do nietrywialnego wezla, ktérego wielomianem HOMFLY jest 1,
natomiast odpowiedZ pozytywna raczej nie ma az tak dramatycznych nastepstw.

Cze$¢ informacji ukradli$my z artykulu , Burau representation” https://w.wiki/7Wpz,
inne mozna znalez¢ u Burdego, Zieschanga [64, s. 181].

Grupy warkoczy w algebrze

Grupy B, moga by¢ obiektem badar algebry bez zwiazku z teoria weztéw.

Fakt 7.1.9 Grupa warkoczy B, jest beztorsyjna dla kazdegon > 1.

Istnieje wiele dowoddw tego faktu: pierwszy korzystat z krétkich ciagéw dokladnych
(Fadell, Neuwirth [127]), pdzniej podano oparty o struktury Garside’a (Garside [153]), czysto
teoriogrupowy pochodzi od Dyera [121]. My przedstawimy inne rozumowanie, opisujac przy
tym ciekawy sam w sobie porzadek Dehornoya”.Burde [60, s. 178] opisuje jeszcze inne, od
Waldhausena.

Dowdd. Méwimy, ze grupa G jest lewo-porzgdkowalna, jesli mozna wyposazy¢ jg w zupelny
porzadek <, niezmienniczy na mnozenie z lewej strony. To znaczy, dlakazdych a, b, c € G,
z nieréwno$cia < bwynikaca < cb. Wtedyzbiér P = {g € G | e < g} nazywamy pdlgrupg
elementéw dodatnich. Latwo widaé, ze G jest suma rozlaczna P U {e} L P™'. Odwrotnie,
kazde takie rozbicie wyznacza porzadek: wystarczy zdefiniowaéa < b <= a~'b € P.

Dehornoy znalazt taki porzadek dla grupy warkoczowej B,, w [111]. Za zbiér P elementéw
dodatnich wziat te stowa na standardowych generatorach, ktére dla pewnego i zawieraja
0i,ale nie o, ! ani U;—Ll dla j < 4. Pokazanie, ze P jest p6igrupg nie sprawia trudnosci, ale
tego, ze B, jest wtedy roztaczna suma P, P~ i trywialnego warkocza stanowi co najmniej
nietrywialne zadanie.

Lewo-porzadkowalna grupa jest beztorsyjna. Istotnie, ustalmy element g € G rézny od
elementu neutralnego. Bez straty og6lnosci niech e < g, przemnézmy te nieréwno$¢ stronami
przez g. Dostaniemy tak nowa nieréwnosé g < g*. Powtarzajac proces otrzymujemy faricuch
e < g<g®<g®<...Skoro< jestporzadkiem, nie jest mozliwe by ktérys z elementéw
g" byt neutralny. |

Dowdd uproszczono: Fenn, Greene, Rolfsen, Rourke i Wiest [129] podali cztery lata pdzniej
bezposrednie geometryczne rozumowanie, ktére prowadzi do takiego samego porzadku jak
ten z pracy Dehornoya. Dziesie¢ lat pdZniej dostali$my jeszcze prace Bacardita, Dicksa [17].

Fakt 7.1.10 Grupawarkoczy By, jest grupa Hopfa dlakazdegon > 1:niejestizomorficzna
z zadnym ze swoich wlasciwych ilorazéw.

Dowdd. Podrecznik [282] dobrze wyjasnia rdzne idee stojace za dowodem, ktéry podamy.
Méwimy, ze grupa G jest rezydualnie skoficzona, jesli przekrdj jej podgrup skoficzonego

indeksu jest trywialny. Latwo widaé, ze wlasno$¢ ta przenosi sie na wszystkie podgrupy grupy

G. Baumslag zauwazyl, ze jesli grupa G jest skoriczenie generowana i rezydualnie skoriczona,

W 1989 roku udowodniono, ze pewien aksjomat teorii mnogoéci, I3, dotyczacy duzych liczb kardynalnych implikuje
istnienie algebraicznej struktury zwanej acykliczng pétka (nie myli¢ z naszymi pétkami). To pociaga decydowalnosé
problemu stowa dla prawa z(yz) = (xy)(xz), cos co nie jest wprost zwiazane z duzymi liczbami kardynalnymi.
Dehornoy w 1992 roku podat przyklad acyklicznej pétki na grupie warkoczy Bo .
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to grupa jej automorfizméw Aut G jest rezydualnie skoiczona. Grupa G = Z? spelnia te
zalozenia. Wolna grupa F jest podgrupa grupy automorfizméw Z?, na przykltad

1 2 1 0 9
F5 ~ , C AwtZ”. (7.6)
0 1 2 1

Wszystkie grupy wolne F,, n € N, sa podgrupami grupy F>, dlatego takze s3 rezydualnie
skoriczone, a z nimi grupa warkoczy, gdyz B,, C Aut F,.

Malcew pokazal, ze skoficzenie generowana i rezydualnie skoriczona grupa jest grupg
Hopfa. Krétki dowdd tego faktu mozna znalezé w sekgji 6.5 ksigzki Magnusa [282]. |

Czy grupy warkoczy sa liniowe (podgrupami pewnej pelnej grupy liniowej GL(m, K))?
Przez dlugi czas byt to problem otwarty, potem Krammer [242] pokazal, ze By jest liniowa,
nastepnie metodami topologicznymi Bigelow [30] dowi6dt, ze liniowe s3 wszystkie grupy By,
awkrétce po tym Krammer [243] uogdlnit swoje algebraiczne rozumowanie tez do wszystkich
grup By,.

Liczba warkoczowa

Definicja 7.1.11 Niech L bedzie splotem. Najmniejsza liczbe pasm, na ktérych mozna
zaples$é warkocz b, ktdrego domknieciem jest splot L, nazywamy liczbg warkoczowa splotu
L.

Tylko jeden wezel ma liczbe warkoczowa 1, jest to niewezel. Dwuwarkoczowe sg dokladnie
wezly torusowe typu (2, n) dla |n| > 3. Wezly spelniajace b(K) = 3 nie zostaly jeszcze
sklasyfikowane. Liczba warkoczowa splotu zalezy od orientacji ogniw (patrz rysunek ponizej)
i trudno wyznacza sie w ogdlnym przypadku. Znamy j3 miedzy innymi dla weztéw torusowych

(fakt 7.5.15).

(@b(Lsa1,p) =3 b b(Laar,1) =2 (¢) Lipa1s3

Rysunek 7.1: Liczba warkoczowa splotu zalezy od orientacji

Wedtug bazy danych LinkInfo [278] istniejg 1424 niezorientowane sploty pierwsze o in-
deksie skrzyzowaniowym 11 lub mniejszym. Sposrdd nich, 622 sploty maja te sama liczbe
warkoczowga niezaleznie od tego, jak zorientowane sa ich ogniwa. Z drugiej strony dokladnie
jeden splot z bazy LinkInfo, Liga153, moze mieé az cztery rozne liczby warkoczowe: 3, 4, 5 lub
6.

Fakt 7.1.12 Wezel o n skrzyzowaniach mozna zapleéé nan — 1 pasmach:cr K > 1+b K.
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Powyzsze ograniczenie nie jest zbyt uzyteczne, réwnoéé mamy jedynie dla tréjlistnika
i 6semki. Ohyama [345] pokazal:

Fakt 7.1.13 Niech L bedzie nierozszczepialnym splotem. Wtedycr L > 2b L — 2.

Dowdd korzysta z grafu Seiferta splotu. Wérdd pierwszych weztéw do 10 skrzyzowan
mamy réwno$¢ dziesieé razy: dla4:, 61, 81, 83, 812, 101, 103, 1013, 1035, 105s.

Fakt 7.1.14 — nieréwno$é Mortona-Franksa-Williamsa. Niech L bedzie zorientowanym
splotem, za$ span,, r6znicg migdzy najwigkszym i najmniejszym stopniem zmiennej o
wielomianu HOMFLY zmiennych «, z. Wtedy

1
bL>1+ 5 span, P(a, z). (7.7)

Nieréwnosc¢ jest ostra dla wszystkich pierwszych weztéw do 10 skrzyzowan poza 942, 949,
10132, 10150 oraz 10156. Dowdd podali niezaleznie Franks, Williams [142] i Morton [309].

Wielomian Alexandera wykrywa czasami wezly, keorych nie otrzyma sie przez domykanie
,malych’ warkoczy. Przytoczone tu wyniki pochodzg z pracy Jonesa [203], gdzie nie ma jednak
ich dowodéw.

Fakt 7.1.15 Jesli|Ax (2)| > 3, to wezet K nie jest domknieciem 3-warkocza.

Taimplikacja, [203, wniosek 23], jest skuteczna przy 43 z 59 wezléw pierwszych o mniej niz
10 skrzyzowaniach. Jones [203, wniosek 24] zasugerowal, ze domkniecia 4-warkoczy spelniaja
podobna nieréwnos¢ |A(exp(27i/5))| < 13/2, ale Stojmenow [419] odkryt po wielu latach,
dlaczego nikt nigdy nie podal dowodu tego faktu. Wezet 139221 ma liczbe warkoczowsy 4, jego
wielomian Alexandera przyjmuje wartosé¢ A(ws) = 19v/5 — 49 =~ —6.51.

Udato mu sie za to udowodnié stabsza implikacje (6 4 2v/5 = 10.47):

Fakt 7.1.16 Jesli |Ax (exp(2mi/5))| > 6 + 2v/5, to wezet K nie jest domknieciem
4-warkocza.

Prawdopodobnie nie istniejg podobne warunki dla 5-warkoczy.

Supty

Na przetomie lat sze$édziesiatych i siedemdziesigtych Conway szukat sposobu na zbudowanie
kompletnej tablicy wezléw. Niezmienniki znane w tym czasie nie byly dostatecznie mocne, by
sprosta¢ temu wyzwaniu. Conway wprowadzit pojecie supta i chociaz wszystkich wezléw nie
mozna z nich uzyskaé, teoria zostata pchnieta do przodu. Suply stanowia budulec splotéw
takich jak na przyklad precle z definicji 7.3.6.

Sekcja oparta jest na podreczniku Murasugiego [328] i pracach Conwaya [94], Kauffmana,
Goldmana [162], Kauffmana, Lambropoulou [216], a takze Schuberta [402], ale nie przeglado-
wej ksiazce Kawauchiego [219, s. 34-36].

Suply wystepuja takze w polskojezycznym artykule Janiak-Osajcy, Pogody [199], ale ten
zawiera nieprzyjemna pulapke: wprowadza notacje sprzeczna z powszechnie akceptowana.
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Definicja 7.2.1 — supet. Zawarty w kole fragment diagramu splotu o dwéch tukach
wyjéciowych oraz dwéch wejsciowych, nazywamy suplem.

Stowo , supel” zaproponowata Haseman, juz ona rysowala suply wewngtrz pomocniczego
okregu, ktéry tnie diagram w czterech punktach.
Istnieja dwa rodzaje suptéw:

NW \ ...... / NE NW \/ .
N X

() supel naprzemienny (b) supet sasiadujacy

Podobnie jak dla weztéw, pojawia sie naturalne pytanie o réwnowazno$é¢ dwéch suptéw.
Jest tak wtedy, gdy istnieje homeomorfizm kuli na siebie, ktdry przeksztalca jeden supet na
drugi, ale nie rusza sfery otaczajacej. Dla diagraméw odpowiada to ruchom Reidemeistera,
nie mamy jednak prawa opuszczac kuli zawierajgcej supel.

Duzo doktadniej méwi o tym Turajew [449]:

Fakt 7.2.2 Oznaczmy przez OTa kategorie zorientowanych supléw. Jej obiektami sa
skoniczone ciagi zlozone z 1, razem z ciggiem pustym. Morfizm ciggue = (e1, ..., ex)
wciagv = (v4, ..., ) jest klasg izotopii zorientowanego (k, 1)-supta L tak, ze zrédlem
L jeste, zas celem v. Na przyklad suply ~, v oraz X opisane s3 przez morfizmy & —
(-1,1),o — (1,—1)oraz (1,1) — (1,1). Sktadanie morfizméw odpowiada mnozeniu
supléw.

Wprowadzmy iloczyn tensorowy ®. Iloczynem obiektéw ¢, v (ktére znaczg to, co
wczeéniej) jest obiekt (g1, . . ., &k, V1, - . ., 1), za$ iloczyn tensorowy morfizméw bedzie
iloczynem tensorowym splotéw i latwo widaé, ze (OTa, ®, @) jest Scisle monoidalng
kategorig (cokolwiek to znaczy).

Zdefiniujmy cztery stowa:

A=) o(itad ol Xs Lol v tlo(uld) 0.8
B=(AlhoUntihoWlXel)olltuhollv) 09
T=A1To(l X-])o(lTw) (7.10)
Y=1tl~)o(l Xt ))o(r1)) (7.11)

Kategorie OTa mozna przedstawi¢ przez morfizmy \», ~, ~, v\, X1, X_ (generatory)
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oraz relacje:

("ot w) =1=1n)o (w1 (7.12)
(o) =i= U)o () (7.13)

A=B (7.14)

XyoX_=X_oXy =11 (7.15)

(Xs 1)o(t X)o (Xe 1) = (1 X1)o(Xs D)o (T Xy) (7.16)
(tr)o(Xe Yot o) =1 (7.17)
YoT =]t ToY=1] (7.18)

Dowdd. Dowdd twierdzenia oraz graficzne przedstawienie relacji z kategorii OTa zawiera
praca Turajewa [449]. Wszystkie relacje odpowiadajg ruchom Reidemeistera. Trzecie od korica
réwnanie to geometryczny wariant réwnania Yanga-Baxtera.

Patrz tez [87, s. 29-30] (Czmutow, Duzin, Mostovoy przygotowali tam $liczne rysunki) albo
[397, s. 31] (gdzie Schieber przedstawit ruchy Reidemeistera i ciete diagramy). |

Wszystkich suptéw jest bardzo duzo, wiec ograniczymy sie do kofica rozdzialu do pewnej
ich regularnej rodziny. Oto cztery podstawowe suply:

Definicja 7.2.3 Suply powstajace z (0) lub (c0) przez homeomorfizm kuli na siebie
permutujacy wejsicia i wyjscia nazywamy wymiernymi.

Pokazemy teraz, jak zamienié¢ dowolny skoriczony ciag liczb catkowitych w supet, jako ze
jest to prostsze od procesu odwrotnego. Nazwijmy jednak najpierw dwa rodzaje skretéw:

oC XX

(a) skrety prawe (b) skrety lewe

Majac ciag (a1, az, . . . , an ) Wykonujemy naprzemiennie obroty péisferg dolng (SW-SE,
takie nazywamy pionowymi) oraz prawa (SW-NW, a takie poziomymi) tak, by ostatni byt
obrét poziomy. Oto regula zgodnie z ktérg wybieramy kierunek obrotéw. Podczas pionowych
obrotéw, prawy skret jest dodatni, za$ lewy ujemny. Podczas poziomych, zamieniamy znaki:
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prawy odpowiada ujemnym wyrazom ciggu, lewy dodatnim. Wreszcie, jezeli n jest nieparzyste,
zaczynamy od supla 7'(0), w przeciwnym razie od supta 7°(0, 0).

Réznym ciggom moga odpowiadaé te same suply, na przyktad 7'(—2, 3,3) = T'(3, —2),
wiec notacja nie jest jednoznaczna, ale to nic zlego. Kazdemu suplowi przypiszmy pewna
liczbe wymierng, wedtug przepisu:

1 a

T o Y+1l/a B
(a1,az,...,an) = an + ot 1/as B

(7.19)

Fakt 7.2.4 Istnieje bijekcja miedzy suptami wymiernymi oraz utamkami taicuchowymi.

Niedowdd. Praca Conwaya [94, s. 331-332]. [ |

Fakt 7.2.5 — éwiczenie 9.2.6 w [328]. Niech T'(a1, as, . . ., a,) bedzie suptem r6znym
od 0 oraz co. Wtedy bez straty ogdlnosci mozna zalozy¢, ze wszystkie liczby a; s3 tego
samego znaku.

Z kazdym suplem T' zwiazane jest jego odbicie T', obraz wyjsciowego przez symetrie
wzgledem prostej y = —x. Majac dwa suply obok siebie, mozna dokonaé ich sklejenia wzdtuz
potéwek kul, w ktérych leza:

() jakis supet (b) jakis inny supet () suma tych supléw

Oznaczmy tak otrzymany splot przez T + T5. Niektorzy definiujg dalsze dzialania, jak
produkt: T1 - To = T + T» czy rozgalezienie, T1 + T'2. Rodzina suptéw wymiernych jest
zamknieta na branie produktéw, ale nie sum. Wprowadzamy wiec nastepujgcg, ogdlniejszg
definicje. Supet bedacy skoriczong suma suptéw wymiernych, ich luster, odbié lub odbié luster
nazywamy algebraicznym.

Conway korzystajac ze skoficzonej listy ,wielo$cianéw podstawowych” (pewnych graféw
planarnych) byt w stanie zakodowaé wszystkie wezly o malej liczbie skrzyzowan. Ale poniewaz
notacja ta nie jest uniwersalna — im wiecej skrzyzowan, tym wiecej wielo§cianéw potrzeba, by
opisaé wszystkie wezly — nie opiszemy, jak dziala.

Przez zszycie par tukéw wejéciowych (lub wyj$ciowych) zamieniamy suply w wezly:

(2) supet T’ (b) licznik, N(T)) (c) mianownik, D(T")
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Oznaczenia N (T") oraz D(T') pochodza od angielskich stéw numerator, denominator. By¢
moze nie jest jasne, dlaczego terminy stosowane zazwyczaj do opisu utamkéw stosujemy
wobec diagraméw splotéw. Nazewnictwo nie jest przypadkowe.

Fakt 7.2.6 Ulamek supta zadany wzorem

Vinay(z)
F(A) = —~2 2 (7.20)
(4) Vo)
spelnia zalezno$é F'(A + B) = F(A) + F(B).
Dowdd. Praca [94] Conwaya. [ |

Praca [94] zawiera jeszcze jeden ciekawy rezultat, uogdlniony przez Lickorisha i Milletta
w [264, fakt 12]. Uzywamy tu wersji wielomianu HOMFLY o zmiennych [, m.

Fakt 7.2.7 Niech A, B bedg suptami, za$ T}, (odpowiednio: T,;) wielomianem HOMFLY
licznika (mianownika) supta T'. Wtedy

(1* —1)(A+ B)n = p(AnBn + AaBa) — (AnBa + AaBn), (7.21)

gdziep = —(1 + 1/1)/m.

Sploty o dwdéch mostach

Dokladnie jeden wezet jest jednomostowy, niewezet. Rodzina splotéw dwumostowych jest
bardziej skomplikowana. Maja one co najwyzej dwa ogniwa i s3 odwracalne [64, s. 211]. Pierwsi
studiowali je Bankwitz, Schumann [20] w 1934 roku jako Viergeflechte; wyjasnienie czemu
podaja Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 25, 213]. Wspéicze$nie dominuje jednak nazwa
,sploty wymierne”, poniewaz Conway pokazal, jak mozna je otrzymac z domknie¢ wymiernych
supléw.

Wiecej informacji podaje Kawauchi [219, s. 21-26].

Fakt 7.2.8 Sploty dwumostowe sg pierwsze.

Dowdd. Prosty wniosek z tego, ze liczba mostowa prawie jest addytywna (fakt 3.3.3). Mozna
podaé dowdd nie odwolujacy sie do tak ,mocnego” wyniku, patrz [64, s. 100]. |

I Whiosek 7.2.9 Pierwsze wezly dwu- lub trzymostowe s3 albo torusowe, albo hiperboliczne.

Niedowdd. Kawauchi [219, s. 130] wnioskuje to z twierdzenia, ktérego nie znamy. |

Fakt 7.2.10 Nastepujace warunki sg réwnowazne: splot L jest dwumostowy; splot L jest
mianownikiem D(T') pewnego supta wymiernego T'.

Dowdd tego stwierdzenia znalez¢ mozna na przykiad w ksiazce [328], strony 183-187.
Wynika z niego, ze kazdy splot dwumostowy mozna przedstawié nastepujacym diagramem:



150 Rozdziat 7. Wybrane rodziny weztéw

A2k+1

Oto regula, zgodnie z kt6ra wybieramy znaki liczb a;: jesli  jest nieparzyste, prawy skret
jest dodatni, jesli parzyste — lewy jest dodatni. Sam diagram oznaczamy C'(a1, . . ., a2k+1)
i nazywamy postacia normalng Conwaya.

Fakt 7.2.11 Sploty dwumostowe s3 alternujace.

Dowdd. Goodrick w [166] podat diagramatyczny dowdd, gdzie ciag ruchéw zmienia diagram
splotu dwumostowego w alternujgcy. Wynika to tez z faktu 7.2.5. [ ]

Przez analogie do supléw, definiujemy utamek faricuchowy (postaé normalna Conwaya,
ale mamy jeszcze postaé Schuberta — patrz [219, s. 21]):
Cla agst) S ar 4 —— =& (7.22)
Do B2k "1/ B '
Zauwazmy, ze warto$¢ bezwzgledna utamka «/ 3 zawsze przekracza 1 i odwrotnie, kazdy
taki utamek pochodzi od pewnego wezta dwumostowego. Pare wzglednie pierwszych liczb
(v, B) nazywamy typem wezta dwumostowego; « jest torsjg, za$ 3 indeksem skrzyzowanio-
wym ([64, s. 210]).

Fakt 7.2.12 Dwumostowe sploty typéw (c, 3) oraz (o, 3’) s3 réwnowazne wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnione s3 warunki:

a=d (7.23)
gt =4 (mod 2a) '
Gdyby rozpatrywacé niezorientowane sploty, drugie przystawanie upraszcza sie: wystarczy,

ze bedzie zachodzi¢ modulo a.

Niedowdd. Stabsza wersja twierdzenia bierze sie z klasyfikacji przestrzeni soczewkowych oraz
tego, ze podwdjnie rozgateziona przestrzen nakryciowa dwumostowego splotu typu (e, 3)
to przestrzen soczewkowa typu (a, 8). Burde, Zieschang [64, s. 212] wspominaja tu prace
Reidemeistera [380], Brody’ego [56] oraz Turajewa [450].

Dowdd mocnej wersji znajduje sie u Schuberta [402], a zapewne takze Murasugiego [328,
s. 158]. |

Fakt 7.2.13 Dwumostowy splot typu («, 3) jest achiralny dokladnie wtedy i tylko wtedy,
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gdy
52 =—-1 mod . (7.24)

Niedowéd. Lustrem splotu typu (a, 3) jest splot typu (o, —f), to oraz fakt 7.2.12 koficzy
dowdd. Explicite pisze o tym Kawauchi [219, s. 24]. [ |

Fakt 7.2.14 Niech L bedzie dwumostowym splotem typu (v, 3). Wtedy det L = a.
Wynika stad, Ze wyznacznik nie wystarcza do odrézniania splotéw dwumostowych.
Dowdd. https://math.stackexchange.com/questions/3327846/. |

Niech A, B bedg suptami. Wiemy, ze suma A + B nie musi by¢ suptem, za§ D(A + B)
niekoniecznie jest splotem dwumostowym. Pomimo to, splot N (A + B) jest dwumostowy,

potrafimy nawet powiedzie¢, jaki ma wyznacznik:

Fakt 7.2.15 Niech A, B beda suplami, ktérym odpowiadajg skrécone utamkip/qorazr/s.
Wtedy splot L = N (A+ B) jestdwumostowy, typu («, ) ima wyznacznik « = |ps+qr|.

Murasugi [328, twierdzenie 9.3.5] twierdzi, ze dowdd znajduje sie u Ernsta, Sumnersa
[126, lemat 2.1].

Fakt 7.2.16 Niech b bedzie dowolna liczba catkowita. Wtedy nastepujace sploty sa tego
samego typu:

N(T(a1,az,...,a2k+1)) = N(T(a1,az,...,ak+1,b,0)) (7.25)

~ D(T(—a1,—az,...,—a2k+1,b)) (7.26)

~ C(a1,az2,...,a2, — 1,1). (7.27)

N(T(a1,az2,...,a2k)) =~ D(T(—a1, —az,...,—azk,b)) (7.28)

~ C(a1,az2,...,a2; — 1,1). (7.29)

D(T(a1,a2,...,a2+1)) = D(T(a1,az,...,az2k,0)) (7.30)

~C(l,a1 — 1 az,...,agk). (7.31)

D(T(a1,az,...,a2)) =~ D(T(a1,az,...,a2k-1,0)) (7.32)
zC’(al,ag,...,azk 1)- (7.33)
Dowdd. [328, fakt 9.3.4] ]

Fakt 7.2.17 Rozpatrzmy wezel dwumostowy typu («, 3), gdzie 0 < 8 < «aifjest
nieparzyste. Niech 7, bedzie reszta z dzielenia k3 przez 2« lezaca w przedziale (—a, @)
dlak = 0,1,...,a — 1. Réznica miedzy iloScig dodatnich reszt i ujemnych reszt to
sygnatura wezla.

Wyglada na to, ze jedynym niewyznaczonym do korica klasycznym niezmiennikiem jest
liczba gordyjska.
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Mimo to potrafimy dokladnie zliczy¢ wezly dwumostowe (czyli wymierne) dla danej liczby
skrzyzowan — cigg A018240 w OELS. Znamy tez, ile sposrdd nich ma liczbe gordyjska réwna 1
(ciag A078477) oraz ile ma sygnature zero (ciag A078478). Trzy ostatnie ciagi spelniajg proste
rekurencje lub ich funkcje tworzace majg tadna, zwartg postaé.

Mutanty i mutacje
Na zakonczenie wspomnimy o mutacjach.

Definicja 7.2.18 — mutacja. Pdlobrét supta wzgledem osi poziomej, pionowej albo tez
prostopadlej do plaszczyzny, w jakiej lezy diagram, nazywamy mutacja. W razie potrzeby
zmieniamy orientacje supta na przeciwng.

Definicja 7.2.19 — mutant. Niech K bedzie wezlem. Wezel, kt6ry powstaje przez ciag
mutacji na wezle K, nazywamy mutantem wezta K.

Mutacja wezla o co najwyzej dziesieciu skrzyzowaniach nie zmienia jego klasy abstrakeji.
Najprostsza, a zarazem najstynniejsza parg réznych od siebie mutantéw stanowia wezet
Conwaya 11n34 oraz Kinoshity-Terasakiego 11n4s.

Conway zauwazyl podczas klasyfikacji niealternujacych wezléw, ze tylko one posiadajg
trywialny wielomian Alexandera. Majg tez taki sam wielomian Jonesa,

V)=t —2° +2t" —26° + 6 + 27" — 272 42473 — ¢, (7.34)

Kinoshita, Terasaka [225] zdefiniowali nieskoriczong rodzine weziéw, ktorej pierwszym
wyrazem jest wezet 11n4o (i wszystkie maja trywialny wielomian Alexandera). Dowdd tego,
ze 11n34 oraz 11nys sa rézne, jako pierwszy podat prawdopodobnie Riley w 1971 roku [381]:
wykorzystal on homomorfizmy z grupy wezta w PSL(2, 7). Genusy, odpowiednio: 3 i 2,
wyznaczyl Gabai pietnascie lat p6Zniej w [149], uzywat foliacji.

Rysunek 7.7: Wezly 11n42 oraz 11ng4. Grafika Sgrena Jorgensena, dostepna na licencji CC
BY-SA 3.0 pod adresem https://en.wikipedia.org/wiki/File:Knudemutation.svg.

Niedawno Stojmenow podjal sie systematycznie szukania mutantéw wéréd weztéw o mniej
niz 19 skrzyzowaniach (praca [426] z 2010 roku). Poczatkowo pracowal sam, badajac pewne
subtelne przyklady postanowit uwiktaé w swéj projekt Toshifumiego Tanake, a pdzniej takze
Daniela Mateie. Praca [426] jest kontynuacjg artykutu, kedry napisali wspdlnymi sitami.

I tak na stronie 531 mozna przeczyta¢, ze ,niezmienniki Wasiljewa co najwyzej 8. stopnia
nie rozrézniaja mutantéw weztéw [85]”, ja tego nie widze. Mniej wiecej szes¢ lat pdzniej wynik


https://oeis.org/A018240
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poprawit J. Murakami (nie myli¢ z H. Murakamim!) do 10. stopnia w niezindeksowanej pracy
[317]. W miedzyczasie Cromwell, Morton znaleZli niezmiennik stopnia 11., ktéry odréznia
wezly Conwaya oraz Kinoshity-Terasakiego; patrz [310].

Mutant wezla zfozonego takze jest ztozony, co wiecej istnieje bijekcja miedzy czynnikamiw
ich rozkladach na wezly pierwsze Ruberman — [389]. Dzieki temu mozemy bez straty ogdlnosci
zalozy¢, ze badamy tylko wezly pierwsze, niestety wciaz nie jest znana ogélna procedura
pozwalajaca wyliczy¢ wszystkie mutanty danego wezla.

Zaraz po rewolucji, jaka w latach 80. wywotlala relacja ktebiasta, Ewing napisal z Millettem
komputerowy program w jezyku C, ktéry wyjgtkowo szybko znajdowat wielomiany HOMFLY
oraz Kauffmana zadanego wezta. Nawet dzi§ program ten jest w stanie upora¢ si¢ z weztami,
z ktérymi nie radzg sobie inne narzedzia. Autorzy nie wiedzieli wtedy, ze kto$ jeszcze bedzie
z nich korzystaé w przyszlosci, dlatego poczynili w kodzie liczne optymalizacje dla stacji
roboczej Sun, jaka wtedy dysponowali. Dzisiaj okazuje sie, ze dla wezidéw o wiekszej liczbie
skrzyzowan program czesto koriczy swoje dzialanie zrzutem pamieci, wpada w petle bez
wyjscia albo zwraca niepoprawny wynik (sktadniki wielomianu Kauffmana sg postaci a™ 2",
gdzie m + n jest nieparzyste). Stojmenow korzystal z tych programéw podczas tablicowania
mutantéw. Jak postepowal?

1. podzielit wezly na grupy o tej samej objetosci, wielomianie Jonesa oraz Alexandera;
2. wkazdej z grup szukat ciggu mutacji pomiedzy diagramami minimalnymi;
3. tam, gdzie nie udalo sie znalez¢ mutantéw, liczyt 2-kablowy wielomian HOMFLY;

4. jesli wielomian byt taki sam, szukal ciagu mutacji miedzy nieminimalnymi diagramami
do 18 skrzyzowan;

5. wreszcie pozostale grupy zostaly potraktowane reprezentacjami grupy podstawowej
dwukrotnego nakrycia.

Podsumowanie jego pracy zawiera tabela:

skrzyzowania 11 12 13 14 15
pary 16 70 703 3917 24884
tréjki 5 38 233 1000
czworki 32 262 2909
sz6stki 1 17 172
6semki 6 84
facznie 16 75 774 4435 29049

Tabela 7.1: Liczba grup mutantéw wérdd pierwszych weziéw do 15 skrzyzowan

Rozréznianie mutantéw

Zaden wielomianowy niezmiennik opisany w tej ksiazce nie potrafi odréznié od siebie weztéw
11ng4 oraz 11n4o. Okazuje sie, ze niewielomianowe niezmienniki tez czesto sg bezradne.
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Fakt 7.2.20 Mutacja wezla nie zmienia jego wielomianu Alexandera.

Dowdd. Stojmenow, Tanaka [428, s. 1] pisz3, Ze to proste ¢wiczenie teorii klebiastej, oraz ze
rozumowanie fatwo przenosi sie na odkryte péZniej wielomiany Jonesa, HOMFLY, BLM/Ho,
Kauffmana. [ ]

Warto przytoczy¢ teraz obserwacje 3.8.2 z [219, s. 43] pochodz3cg tak naprawde z pracy
Viro [456]: niech sploty L1, L2 bedg mutantami, wtedy podwéjne przestrzenie nakryciowe nad
53 rozgalezione wzdtuz L; albo Ly s3 homeomorficzne z zachowaniem orientacji. Cooper [95]
zauwazyl, ze macierze Seiferta mutantéw sg S-rownowazne. To tlumaczy czemu wiekszo$é
niezmiennikéw nie radzi sobie z odréznianiem mutantéw.

Wzér kablowy’ [261, tw. 6.15] pokazuje, ze wielomian Alexandera nie odréznia satelitéw
zmutowanych weziéw. Wielomian Jonesa nie spetnia zadnego wzoru kablowego (gdyz czasami
odréznia kable wezléw o tym samym wielomianie), ale...

Fakt 7.2.21 Mutacja wezla nie zmienia jego kablowego wielomianu Jonesa.

Dowdd. Morton, Traczyk [311]. [ |

Praca [311] wspomina jeszcze, ze to samo jest prawdg takze dla ,wielomianu Jonesa dwéch
zmiennych” (HOMFLY) i 2-kabli, ale nie dla dowolnych satelitéw. Fakt, ze wielomian HOMFLY
(a takze Kauffmana) nie odrézniaja 2-satelitéw mutantéw, odkryto rok wezesniej:

Fakt 7.2.22 Mutacja wezta nie zmienia jego 2-kablowego wielomianu HOMFLY.

Dowdd. Lickorish, Lipson [262], pdzniej tez Przytycki [365]. ]

Lepiej jest z 3-kablami: wielomian HOMFLY odréznia tak wezly Kinoshity-Terasakiego
i Conwaya, ale wymaga takiej ilosci rachunkéw, ze mato komu chce sie je przeprowadzaé dla
innych weztéw.

Fakt 7.2.23 Mutacja wezla nie zmienia jego (2-?)kablowego wielomianu Kauffmana.

Dowéd. Lickorish, Lipson [262]. [ ]

Morton w recenzji pracy Lickorisha, Lipsona wspomina, ze dla satelitéw owijajacych sie
wiecej niz 2 razy to nie jest prawda, jak p6Zniej odkryto.

Fakt 7.2.24 Mutacja wezta nie zmienia jego wielomianu BLM/Ho.

Dowéd. [428], cho¢ nie wiemy, gdzie dokladnie. [ ]

*Niech T bedzie trywialnym torusem, zawierajacym wezet K, zas e: T — S° wlozeniem T na otoczenie wezta C
tak, ze e przenosi réwnoleznik 7" na réwnoleznik C. Wtedy A i (t) = Ak (t)Ac (t7).
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Fakt 7.2.25 Mutacja wezla nie zmienia jego sygnatury Levine’a-Tristrama.

Dowdd. Cooper, Lickorish w [96] podaja klasyczny dowdd, ze mutacja zachowuje wielomian
Alexandera, oparty o macierz Seiferta. Wiedzgc, jak wyglada ta macierz, autorzy wyciagaja
wniosek, ze sygnatura splotéw (!) w homologicznej 3-sferze tez jest zachowywana. |

Fakt 7.2.26 Mutacja wezla nie zmienia jego symplicjalnej objetosci Gromowa.

Dowéd. Ruberman [389]. [ |

Fakt 7.2.27 Mutacja wezla nie zmienia jego instanton homologii Floera.

Dowdd. Jeszcze raz Ruberman [390]. [ ]

Fakt 7.2.28 Mutacja wezla nie zmienia jego niezmiennikéw Wittena.

Niedowdd. Rong [387]:niech L bedzie obramowanym splotem w 3-rozmaitoéci M ,za§ FF C M
dwustronng powierzchnia, tnaca splot w 0, 11ub 4 (transwersalnie) punktach, o genusie g = 0,
1lub 2, wtedy rozciecie M wzdluz F i sklejenie po obrocie 0 180 stopni daje pare (M7, K7),
ktéra ma ten sam niezmiennik Wittena w SU(2) jak wyjéciowa para (M, K). |

Fakt 7.2.29 Mutacja wezla nie zmienia jego niezmiennikéw Cassona.

Celowo nie podajemy definicji tego niezmiennika. Nieformalnie, zlicza on co druga klase
sprzezonosci reprezentacji grupy podstawowej homologicznej 3-sfery w grupie SU (2).

Dowdd. Kirk [227]. [ ]

Hipoteza 7.2.30. Mutacja wezla nie zmienia jego liczby gordyjskiej.

Jak czytamy w [226, problem 1.69], przypuszczenie to jest bardzo trudne do udowodnienia,
bo wynikataby z niego bardzo stara hipoteza 3.2.7, ze liczba gordyjska splotéw jest addytywna.
Przytoczymy dwa czesciowe wyniki. Najpierw Rolfsen [386] zauwazyl, Ze jedynym mutantem
niewezla jest sam niewezel. Dekade pézniej Gordon, Luecke [171] pokazali, iz klasa weztéw
1-gordyjskich jest zamknieta na przeprowadzanie mutacji. (Ohtsuki [344, problem 12.15]
powtarza hipoteze.)

Fakt 7.2.31 Niech D bedzie alternujacym diagramem. Wtedy kazdy mutant D tez jest
alternujacy.

Wsrdd niezmiennikéw, ktdre mutacja czasami zmienia, znajduje sie genus plastrowy:
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Fakt 7.2.32 Niech m, n beda nieujemnymi liczbami catkowitymi. Wtedy istnieje wezet K
o genusie plastrowym réwnym m, ktérego pewien mutant ma genus plastrowy réwny n.

Stanowi to uogdlnienie obserwacji Livingstona [273], Ze istnieja mutanty o réznym genusie
plastrowym.

Dowdd. Kim, Livingston w [224]. [ |

Zbiér probleméw niskowymiarowej topologii opublikowany przez Kirby’ego [226] zawiera
nastegpujace pytanie:

Hipoteza 7.2.33 (problem 1.91). Niech K bedzie prostym wezlem bez orientacji (w jego dopetnieniu
nie ma nierdwnoleglych do brzegu, niescisliwych piericieni). Czy istniejq wezly niebedgce mutantami K,
ktorych nie mozna odroznic od K wielomianem Jonesa oraz wszystkimi jego satelitami?

Stojmenow pisze, ze tak: pierwszg chronologicznie parg jest 1441721, 1442125, dowdd
opiera sie na wzorze fuzyjnym Masbauma-Vogela z pracy [290]. Patrz [428, przyklad 3.3] oraz
[426, przyktad 3.2].

Cho¢ wzér ten zastosowany do konkretnej pary weztéw sprawia zazwyczaj trudnosci
rachunkowe, to jest wystarczajacym narzedziem, by rozszerzy¢ konstrukcje do ogélnego
wyniku:

Fakt 7.2.34 Istnieje nieskoriczenie wiele par prostych weztéw hiperbolicznych o tych
samych kolorowych wielomianach Jonesa, ktdre nie s3 swoimi mutantami.

Dowdd. Stojmenow, Tanaka [428, tw. 1.1]. [ ]

Precle

Precle to sploty ze standardowym diagramem, na ktérym wyrdznié¢ mozna co najmniej trzy
warkocze na doktadnie dwéch pasmach. Warkocze te utozone s3 w sposéb cykliczny. Pojawily
sie po raz pierwszy w ksiazce Reidemeistera z 1932 roku jako przyktad wezla o trywialnym
wielomianie Alexandera. Zanim podamy formalng definicje, wygodnie bedzie przyjrzy¢ sie
ogodlniejszej rodzinie splotéw Montesinosa, nazwanych tak na cze$¢ José Marii Montesinosa
Amilibii, topologa hiszpariskiego. Wprowadzil je do matematyki w 1973 roku [301].

Kawauchi [219, s. 29] pisze, ze Montesinos uogélnit precle, bo dwukrotne nakrycie nad S°
rozgalezione wzdluz precla jest rozmaitoscig Seiferta.

Definicja 7.3.1 — splot Montesinosa. Splotem Montesinosa nazywamy splot o ponizszym
diagramie, gdzie wymierne liczby «; /8; oraz calkowita e € Z odpowiadaja suptom.

ay —] 2 — — On—-1 —{ Qn
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Caly dwunasty rozdziat podrecznika Burdego i Zieschanga [64] jest po§wiecony splotom
Montesinosa. Mozna tam znalez¢ ich klasyfikacje, zawiera jednak pulapke: autorzy uzywaja
innej notacji dla supléw dwumostowych. Podaja przyktad wezta 43/105 = [0, 2,2, 3,1, 4],
dlanastojest 105/22 = [4,1,3,2,2].

Fakt 7.3.2 Sploty Montesinosa o r > 3 suplach 81 /a1, B2/as, . . . takich, ze

1y (7.35)
° (7]
g=i
sa sklasyfikowane (z doktadnoscia do cyklicznych permutacji oraz odwracania) przez
uporzadkowany zbior utamkéw {8; /a; mod 1:1 < ¢ < r} razem z wymierng liczbg
ep =¢€e+ & (7.36)
L~
J=1

Powyzszy fakt nie uzywa naszej notacji! (Mozna przeczytaé tez [219, s. 28] dla splotéw.)

Dowdd. Praca doktorska Bonahona [42]. W internecie dostepny jest jej skan (gdyz byta pisana
odrecznie po francusku!), ale angielskie ttumaczenie nie istnieje. |

Uzywajac nadal tej niestandardowej notacji mozna sklasyfikowaé wezly odwracalny czy
zwierciadlane:

Fakt 7.3.3 Splot Montesinosa jest zwierciadlany wtedy i tylko wtedy, gdy e = 0 oraz
istnieje permutacja m, cykl dlugosci r lub odwrécenie, taka ze

M = 7& (mod 1). (7.37)
a‘/r(z) (6%
Dowéd. Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 230]. |

I Whiosek 7.3.4 Splot Montesinosa z nieparzysta liczba suptéw nie jest zwierciadlany.

Fakt 7.3.5 Splot Montesinosa jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy, po ewentualnej
zmianie etykiet suptéw, przynajmniej jedna z liczb «; jest parzysta lub wszystkie liczby
@ $3 parzyste, a sam splot ma postaé

M(eo,@,...,&,&,...,ﬁ) 7.38)
Qq Ap Op Qq
(oraz r = 2p) lub

) ) ) ) )
aq Op Qpt1 Op Qq

M(eo,ﬁ,... Bo Borr Bo ﬁ) (7.39)
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(orazr = 2p + 1) lub

M(eo,&,...,&,ﬁ,&,...,&). (7.40)
aq Op Qpy1 Op (6]

(oraz r = 2p).
Dowdd. Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 231]. [ |

Definicja 7.3.6 — precel. Splot Montesinosa o catkowitych wspétczynnikach nazywamy
preclem.

Na standardowym diagramie precla (p1, p2, . . ., pn) Wystepuje p1 lewych skrzyzowan
w pierwszym suple, po w drugim, i tak dalej. Taki precel jest weztem dokladnie wtedy, gdy n
oraz p; s nieparzyste lub doktadnie jedna z liczb p; jest parzysta (Kawauchi [219, s. 27]).

Fakt 7.3.7 Jesli co najmniej dwa wspdtczynniki p;, p; zeruja sie, precel jest rozszczepialny.

Zrédto: https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Pretzel_link&oldid=8626389.
Implikacja odwrotna jest rzekomo falszywa, ale nie umiemy powiedzie¢, dlaczego.

Dowdd. Widaé to bezposrednio z diagramu: jego cze$¢ zawarta miedzy suptem p; oraz p; jest
rozlaczna z reszta diagramu. n

Precel (1, 1, 1) to prawy tréjlistnik, (5, —1, —1) to wezel dokerski 61, (—3, 0, —3) to splot
dwoch tréjlistnikow, zas (2p, 2q, 2r) jest splotem trzech niewezléw. Precle (-2, 3,2n + 1)
s3 szczegodlnie uzyteczne jako narzedzie do badania 3-rozmaitosci. Wiele twierdzen, ktére
dotycza takich rozmaitosci, opiera si¢ na przykiad na chirurgii Dehna precla (-2, 3, 7).

Fakt 7.3.8 Niech K bedzie wezlem torusowym. Jesli K jest jednoczesnie (—2, 3, k)-
preclem, to

K =5 = T275 = P(l, 3, 72) (7.41)

albo
K =810 =Tss= P(3,3,-2) (7.42)

albo
K =10124 = Ts 5 = P(5,3,-2). (7.43)

Pozostale (—2, 3, k)-precle s hiperboliczne.

Dowédd. Garoufalidis, Koutschan [152]. [ |

Fakt 7.3.9 Niech p, ¢, r beda liczbami nieparzystymi takimi, ze |p|, |q|, |r| sa parami
rézne i wieksze niz 1. Wtedy (p, g, r)-precel jest nieodwracalny.

Dowéd. Zgodnie z sugestia Foxa, Trotter [447] przettumaczy! problem na jezyk teorii grup.
Wyréznia w grupie wezla dwa elementy — (zorientowany) potudnik i réwnoleznik. Jesli dwa
wezly s3 réwnowazne, to homeomorfizm R®* — R? posylajacy jeden na drugi wyznacza
izomorfizm ich grup podstawowych, ktéry posyta potudnik na potudnik i réwnoleznik na


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Pretzel_link&oldid=8626389

7.3 Precle 159

réwnoleznik. W szczegdlnosci, jesli wezel jest odwracalny, to jego grupa posiada specjalny
automorfizm (,inwersje”) odwracajacy zaréwno potudnik, jak i réwnoleznik. To prowadzi do
sprzecznosci w przypadku rozpatrywanych precli. |

Wystarczajacy warunek z tego stwierdzenia jest prawie konieczny. Jedli p = r, wezet
mozna odwrdcié¢ przez pdtobrot wokét srodkowej osi. Cykliczne permutacje tréjki (p, ¢, ) nie
zmieniajg wezla, wiec wszystkie trzy liczby p, ¢, r muszg by¢ rézne. Jesli jedna z tych liczb jest
parzysta, ptobrét wokét poziomej osi odwraca wezel. Z pracy Bankwitza, Schumanna [20]
wynika, ze jesli ktérys z parametréw ma wartos$¢ +1, to wezel tez jest odwracalny. Pokazaé
to wprost nie jest trudno. Zatem nie wiemy jedynie jakie sg precle (p, g, —q), gdzie |p| # |q|
oraz |p|, |q| > 3.

Jesliliczby p, q, r s3 nieparzyste i tego samego znaku, to wyznacznik precla (p, g, r) jest
postaci 4n + 3. Wtedy uzywajac formy kwadratowej (jak Reidemeister w 1932!) mozna pokazad,
ze taki wezet nie jest achiralny. Niech K bedzie zorientowanym preclem (3, 5, 7). Wtedy K,
m K, r K, mr K sg parami nierdwnowazne. Wezel K # m K jest dodatnio zwierciadlany, zas
r K # m K ujemnie zwierciadlany. Tréjlistnik jest odwracalny, ale nie zwierciadlany, 6semka
jest zwierciadlana i odwracalna. To pokazuje, ze wszystkie typy symetrii sa realizowane przez
precle lub sumy precli.

Fakt 7.3.10 Jezeliliczby p, g, r s3 nieparzyste, to wielomianem Alexandera (p, g, r)-precla
jest
1
A= ((pg+ar+pr)(t =17+ (t+1)°). (7.44)

Dowdd. Bae, Lee [18, lemat 3.1] pokazali, ze macierz Seiferta (p, ¢, )-precla to

_l|p+tgqg p—1

M (7.45)

21p+1 p+r
wystarczy wiec uzy¢ wzoru A = det(M — tM ). |
Wielomian Alexandera precla (p1, . . . , pn) nigdy nie zalezy od kolejnosci wspétczynnikéw,

jest to ¢wiczenie w ksigzce Livingstona [274, s. 215].

Fakt 7.3.11 Niech K bedzie (p1,p2, . - ., pn)-preclem. Wtedy

det K = <ﬁ pk> <i 1) . (7.46)
o) Pk

k=1

Dowdd. Nie wiemy, kto pierwszy zauwazyl ten elementarny fakt, ale wiemy, gdzie pierwszy
raz w zyciu o tym przeczytali$my: w pracy Kolaya [238, s. 14]. |

Fakt 7.3.12 Niech n bedzie liczba pierwsza. Wezel p, g, r-preclowy jest n-kolorowalny
wtedy i tylko wtedy, gdy n dzieli |pq + gr + pr|. Jesli przynajmniej jedna z liczba p, ¢, r
nie jest wielokrotnoscig n, to kolorowanie z doktadno$cia do permutacji jest dokladnie
jedno. W przeciwnym przypadku istniejg cztery rézne kolorowania.
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Dowdd. Pierwsza cze$¢ jest wnioskiem ze stwierdzen 4.3.7, 5.1.14 oraz 7.3.10. Dowdd drugiej
zawiera praca Brownell, O'Neil, Taalman [57, s. 11]. [ |

Podano tam (czyli w [57]) takze ogdlny wzor na liczbe n-kolorowari dowolnego wezta.

Wezty Lissajous

Wezly Lissajous zdefiniowali Bogle, Hearst, Jones i Stoitow [38] jako wezly, ktdrych pewien
diagram jest krzywa Lissajous.

Definicja 7.4.1 — wezet Lissajous. Niechn,,n,, n. bedaliczbami catkowitymi (zwanymi
dalej ,czestotliwo$ciami”), zas @, ¢y, - liczbami rzeczywistymi (,fazami”). Wtedy wezet
zadany w R? parametrycznie:

x =cos(nat + vz), y=cos(nyt+py), z=cos(n:t+p:), (7.47)
nazywamy wezlem Lissajous.

Wezel nie moze posiadaé samoprzecieé, dlatego zadna z wielkosci n;p; — njp;, dla
réznych indekséw 4, j nie moze by¢ krotnoscia 7. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze
@~ = 0. Dodatkowo stale ny, ny, n., musza by¢ parami wzglednie pierwsze.

Wiele wezlow jest weztami Lissajous:

B Przyktad 7.4.2 Dlan, =3,ny =2,n. =7, ¢, = 7/10, p, = 2/10 mamy wezel 52. =
B Przyktad 7.4.3 Wezly pierwsze 61, 74, 815, 101, 1035, 1058 sa weztami Lissajous. (]

B Przyktad 7.4.4 Suma prawego i lewego tréjlistnika, suma dwdch kopii 52 sg weztami
Lissajous. n

Jest wiele wezléw Lissajous:

Fakt 7.4.5 Istnieje nieskonczenie wiele wezléw Lissajous.

Dowéd. Niecha,b > 1bedawzglednie pierwsze. Lamm [254] pokazat duzo ogdlniejszy wynik.
Mianowicie: wezet Lissajous o czestotliwosciach n, = a,ny = b,n. = 2ab — a — boraz
fazach:

2N — 1 T
po=——T, Py=—, @:=0 (7.48)
Nz Nz
posiada sygnaturec = a+ b —ab— ligenusg = —o/2. |

Wezly Lissajous sg bardzo symetryczne.

Fakt 7.4.6 Jesli wszystkie czestotliwosci n,, ny, n. wezla Lissajous s3 nieparzyste, to
wezel ten jest silnie dodatnio achiralny.

Fakt 7.4.7 Jeslijedna z czestotliwo$ci n, wezla Lissajous jest parzysta, to wezel ten jest
2-okresowy.

Dowdd. Pétobrét wezta K wokét osi x odwzorowuje go w siebie. [ |
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To naktada ograniczenia na wielomian Alexandera.

Fakt 7.4.8 Niech K bedzie weztem Lissajous. Wtedy A(t), jego wielomian Alexandera,
jest kwadratem w pier$cieniu (Z/2Z)[t].

Dowdd. Rozpatrzmy dwa przypadki.

Przypadek | Jezeli wszystkie trzy czestotliwosci na, ny, n. s nieparzyste, to wezet K jest

silnie dodatnio achiralny (fakt 7.4.6). Hartley, Kawauchi [179] pokazali, ze wymierna grupa

homologii pewnego konkretnego nakrycia S®\ K jest sumg prosta M & M, gdzie M jest Q(t)-
modulem, wiec wielomian Alexandera Ak (t) jest kwadratem w pierécieniu Z[¢]. Szczegbly

ich pracy sa dla nas nieistotne; nam wystarczy zauwazyc¢, ze stad juz wynika kwadratowosé

wielomianu Ak (t) w pierScieniu (Z/2Z)][t].

Przypadek Il Jezelijednaz czestotliwosci jest parzysta, to wezel K jest 2-okresowy (fakt7.4.7).
Niech J bedzie jego weztem ilorazowym. Z faktu 2.2.6 (dla n = 2" oraz A = 1) dostajemy

kongruencje Ax (t) = t*A;(t)> mod 2 dla pewnej liczby catkowitej k: znak =+ nie ma zna-
czenia modulo 2, za§ czynnik 1 4+ ¢ + ... 4+ t*~ ! jest rtéwny 1. Wielomiany A oraz A sa

symetryczne w zmiennychtil/t,aAy Z0 mod 2,boAs(1) = +1.Zatemt* = ¢t =%, czyli

k = 01mamy réwnos¢

Ag(t)=A%(t) mod 2, (7.49)

ktéra koniczy dowdd. |

Warto zwrdci¢ uwage, ze bycie silnie dodatnio achiralnym jest bardzo restrykcyjnym
warunkiem. Sposéréd pierwszych wezléw o co najwyzej 12 skrzyzowaniach, spelnia go mniej
niz dziesie¢. Lamm [255] wymienia: 10a103 (1099), 10a121 (10123), 12a427, 1221019, 12a1105,
1221202, 12n706 oraz by¢ moze 12a435. W 2018 roku wiedzieli$my tylko, ze 102103 jest wezlem
Lissajous i nie wiedzieli$my, co z pozostalymi weztami.

B Przykfad 7.4.9 Trdjlistnik oraz 6semka nie sa weztami Lissajous. [

Wygodnie jest przeformutowac¢ warunek z faktu 7.4.8 do nastepujacej postaci. Wielomian
A(t) = Ao+ Ar(t+1/t) + -+ - + An(t" + 1/t") jest kwadratem modulo 2 wtedy i tylko
wtedy, gdy wspétezynniki Az 41 sg parzystedla k > 0.

I Whiosek 7.4.10 Niech K bedzie wezlem Lissajous, wtedy niezmiennik Arfa K znika.

Dowéd. Niech A(t) = Ao + A1(t + 1/t) + -+ - + A, (t" + 1/t™) bedzie wielomianem
Alexandera wezla K. Skoro Ax (1) = £1,t00 = +£1 + Ao + 241 + - - - + 2A,. Mozemy
teraz odjac te réwnos¢ stronamiod Ag (—1) = Ag — 24, £ - - -, by uzyskaé
Ag(—1)=+1—44; — 445 — - . (7.50)
Razem z wygodnym przeformulowaniem daje to Ax (—1) = +1 mod 8, cow polgczeniu

z faktem 6.3.3 koniczy dowdd: Arf K = 0. |

I Whiosek 7.4.11 Widkniste wezly o nieparzystym genusie nie s3 weztami Lissajous.

Dowdd. Wynika to z naszego wygodnego przeformulowania oraz faktu 6.2.6. |



162 Rozdziat 7. Wybrane rodziny weztéw

I Whiosek 7.4.12 Niech K bedzie dwumostowym weztem Lissajous. Wtedy A () = 1
mod 2.

Dowéd. Nietrywialny wezet o dwéch mostach nie moze by¢ silnie dodatnio achiralny (Hartley,
Kawauchi [179]). Jesli jest weztem Lissajous, jedna z jego czestotliwosci okazuje sig by¢ parzysta.
Wrtedy jego wezel ilorazowy jest trywialny i kongruencja 7.49 daje Ax () =1 mod 2. W

I Whiosek 7.4.13 Dwumostowe wezly rozwiéknione nie s weztami Lissajous.

Mozna skorzystaé z tego samego argumentu, co w dowodzie wniosku 7.4.11 oraz 7.4.12.

Fakt 7.4.14 Niech p, ¢ beda wzglednie pierwszymi liczbami réznymi od 0, £1, za§ K
wezlem. Wtedy (p, ¢)-kabel wezta K nie jest wezlem Lissajous.

Lamm pisze, ze obiekt ten — (p, q)-kabel — zdefiniowano w ksigzce Eisenbuda/Neumanna
,Three-dimensional link theory and invariants of plane curve singularities”. Celowo pomijamy
ja w bibliografii, prawdopodobnie chodzi o zwykte wezly satelitarne.

Dowéd. Niech L bedzie (p, q)-kablem wezta K. Seifert [407] pokazal, ze

AL(t) = %AK(#’), (7.51)

przy czym wyjatkowo wielomian A nie jest symetryczny w ¢ oraz 1/¢, tylko unormowany. Dwa

najwyzsze wspélczynniki w wielomianie ,ulamkowym” to £1, a skoro |p| > 1, dwa najwyzsze
wspdlczynniki Ay, to takze +1. ,Wygodne sformulowanie” koriczy dowdd. |

I Whiosek 7.4.15 Nietrywialne wezly torusowe nie s3 weztami Lissajous.

Dowdd. Wezly torusowe to kable niewezla. |

I Whiosek 7.4.16 Nietrywialne wezly algebraiczne nie s wezlami Lissajous.
Co to sg wezly algebraiczne? Nie wiemy.

Dowéd. Wynika to z ogélniejszego stwierdzenia: jesli spelniony jest warunek |py|, |gn| > 1,
to iterowane wezly torusowe typu ((pn, gn ), (p1, ¢1)) nie sa wezlami Lissajous. [ |

Podamy teraz pierwszy warunek wystarczajacy, by by¢ weztem Lissajous. Znalezli go Hoste
oraz Zirbel [192]:

Fakt 7.4.17 Niech K bedzie weztem skreconym. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

. wezetl K jest weztem Lissajous;

. niezmiennik Arfa wezta K znika, Arf K = 0.
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Wezly bilardowe to zamkniete trajektorie kuli, ktdra zostaje wystrzelona z jednej ze $cian
szeécianu, odbija sie pod takim samym katem, pod jakim pada na $ciany. Jones, Przytycki
[204] pokazali, ze wezly bilardowe to doktadnie wezly Lissajous i zadali pytanie, czy kazdy
wezel mozna zrealizowac jako trajektorie kuli w jakims$ wielo$cianie.

Odpowiedz jest pozytywna. Koseleft, Pecker [241] korzystajac z twierdzenia Manturowa
(kazdy splot jest domknieciem kwazitorycznego warkocza, patrz komentarz na stronie 141)
pokazujg, ze kazdy wezel ma diagram, ktéry jest wielokatem gwiazdzistym. Uzyte zostato
twierdzenie Kroneckera z 1884 roku:jesli liczby 0 = 1,601, . . ., ) s3 liniowo niezalezne nad
ciatem Q, to zbiér punktéw (|n6; |¥_ )32, lezy gesto w kostce jednostkowe;.

Lamm, Obermeyer [256] dowiedli w 1999, Ze wezly bilardowe wewnatrz walca s tasmowe
albo okresowe, wiec w walcu nie mozna zrealizowa¢ kazdego wezta. Lamm postawit hipoteze,
Ze jest to mozliwe w eliptycznym walcu. Pozytywnej odpowiedzi ponownie udzielil niedawno
Pecker [352].

Wezty torusowe

W tej sekcji przyjrzymy sie weztom o specjalnym utozeniu w przestrzeni R*. Do ich okreslenia

potrzebny jest torus trywialny, powierzchnia otrzymana przez obrét okregu (x —2)% +4* = 1

wokot osi y. Mozna go takze uzyskaé przez sklejenie podstaw walca tak, by go przy tym nie

zapetli¢. Oczywiscie istnieja tez nietrywialne torusy, jak rurowe otoczenie tréjlistnika.
Sploty torusowe wprowadza krdciutko Kawauchi [219, s. 26-27].

Definicja 7.5.1 — splot torusowy. Splot, ktéry lezy na powierzchni trywialnego torusa,
nazywamy torusowym.

Nawalcu S* x [0, 1], ktérego podstawa lezy w plaszczyznie 2y, rozpatrzmy p skierowanych
odcinkéw (dlak = 0,1,...,p — 1) o koficach w punktach

2kw . 2kw 2kw . 2kmw
cos —,sin—,0 ), cos —,sin—,1 ).
p p p p

Przekreémy gérng podstawe walca wokot osi z o skierowany kat 27q/p oraz utozsamimy ze
sobg pary punktéw (x,y,0) ~ (x,y, 1). UzyskaliSémy splot torusowy T}, 4: okraza on g razy
rdzeni torusa i p razy jego o$ symetrii obrotowej. Wezet T}, , posiada nastepujacg parametry-

zacje:
x = (2+cosqgp)cospp, y=(2+cosqp)sinpp, z=—singp, 0<¢ <27

Ponizej przedstawiamy trzy wezly torusowe.

~

e // //E‘,‘.\
& O &

(a) tréjlistnik: p = 3,q = 2 b)p=3,9q=38 ©p=38,g=3
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Murasugi [328, s. 135] pisze, ze bedzie nazywac okrag lezacy na powierzchni torusa Tp,0
(chociaz wedlug naszej parametryzacji to bytby punkt), natomiast okrag m, uzyty wczesniej
do zbudowania trywialnego torusa — czyli nawinietg toroidalnie petle — 77 . Zaznacza przy
tym, ze zaden z tych dwdch okregdw nie jest wlasciwym splotem torusowym w opisanym
wyzej sensie; to jedynie rozszerzenie notacji Ty, na przypadek » = 0.

Okazuje sie, ze innych obiektéw juz nie ma.

Fakt 7.5.2 Niech K bedzie splotem torusowym takim, ze zadne z jego ogniw nie jest
niewezlem, czyli postaci T4 0. Wtedy K = T}, 4 dla pewnych catkowitych p, g.

Fakt 7.5.3 Niech d bedzie najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb catkowitych p, g.
Wtedy wezel torusowy T}, , posiada doktadnie d ogniw.

Siedem weztéw z tabeli na koicu ksigzki to wezly torusowe. S3 to niewezel, 31 = T3 2,
51 =T5,2,71 =T72,819 = Tu,3,91 =Ty 2 0raz 10124 = T5 3.

Fakt 7.5.4 Niech p, ¢ beda wzglednie pierwszymi liczbami takimi, ze [p|, |¢| > 2. Wtedy
splot T}, 4 oraz splot do niego odwrotny, T, 4, s3 tego samego typu.

Sploty Tp,q oraz Ty, réwniez s3 réwnowazne. Murasugi prezentuje w swojej ksigzce [328]
przyjemny dowdd opierajacy sie na nastepujgcym lemacie:

Lemat7.5.5. Sfera S° powstaje z powierzchni dwoch weztow trywialnych z wnetrzem (D? x S*) przez
wzajemne sklejenie potudnika i réwnoleznika z réwnoleznikiem i potudnikiem.

Wezly torusowe s3 pierwsze, czego dowdd mozna znalezé u Burdego, Zieschanga [64, s.
101], chociaz nie wiemy, kto pierwszy to zauwazyt.

Fakt 7.5.6 Niech K bedzie nietrywialnym weztem, ktérego grupa podstawowa m ma
nietrywialne centrum. Wtedy K jest wezlem torusowym.

Dowdd. W 1961 roku pokazali to Murasugi [320], Neuwirth [340] przy dodatkowym zalozeniu,
ze wezel K jest alternujacy, wkrétce po tym Burde, Zieschang znalezli dowdd w ogdlnym
przypadku [62] (gdzie napisali, ze dla alternujacych weztéw hipoteza wynika wprost z pracy
Aumanna [16] z 1956 roku). Ich dowéd korzysta z wynikéw Neuwirtha (komutant grupy
jest skoficzenie generowany), Stallingsa (dopelnienie X tubularnego otoczenia K mozna
rozwtéknié nad S* z wtéknem: 2-rozmaitoscia M, z jedna krzywa na brzegu) i Nielsena. W

Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 85] pisza, ze Waldhausen znacznie uogdlnit wynik:
jesli M jest orientowalna, zwarta, nierozkladalng 3-rozmaitoscia taka, ze grupa H, (M) jest
nieskoniczona lub 71 M jest nietrywialnym produktem wolnym z amalgamacja i 71 M ma
nietrywialne centrum, to M jest wiéknista rozmaitoscia Seiferta z orientowalnym orbifoldem.

PrzejdZmy do podania wartosci réznych niezmiennikéw.

Niezmienniki liczbowe weztéw torusowych

Podamy teraz wartosci calkowitoliczbowych niezmiennikéw dla wezidéw torusowych przy
zalozZeniu, Ze p lub ¢ nie jest zerem. Nietrywialne wezly torusowe sa odwracalne, ale maja
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niezerows sygnature, wiec nie s3 achiralne (chyba wiedzial o tym Schreier [398]).

Fakt 7.5.7 Okresy splotu torusowego T} 4 to doktadnie dzielniki p lub q.

Dowéd. Kawauchi [219, éw 10.1.9] [ |

Fakt 7.5.8 Niechp, ¢ > 0 beda liczbami catkowitymi, za§ Ry oznacza reszte z dzielenia

przez dwa. Zdefiniujmy funkcje o (p, ¢) = —o(Ip,q)- Spelnia zaleznosé rekurencyjng
¢* +a(p,p — 2q) — Rz(p) jesli 2q < p,
21 jesli 2¢ = p,
o(p,q) = q2 je = (7.52)
¢ —0(2¢—p,q) + Ra(q) —2 jesli2g>p>gq,
1(¢® + Ra2(g)) - 1 jeslip = q,

z warunkami brzegowymi: (1, q) = 0,0(2,q) = q — 1 oraz réwnos¢ o (p, q) = o(q, p)-

Niedowdd. Gordon, Litherland, Murasugi [168, tw. 5.2] wspominaja, ze Brieskorn [52] policzyt
sygnatury pewnych rozmaito$ci algebraicznych, co wystarcza do znalezienia sygnatury weztow
torusowych. Prowadzi to do takiego samego wzoru jak ten znaleziony przez Hirzebrucha
[187]. Ale to wszystko jest troche nieporeczne, dlatego uzywaja niezmiennika acyklicznego
(o trywialnych zredukowanych grupach homologii; z angielskiego null-homologous) splotu L
w zorientowanej 3-rozmaito$ci M w polaczeniu z jego m-krotnym rozgatezionym nakryciem
cyklicznym. |

Borodzik niedawno przyjrzat sie dokladniej sygnaturom weztéw torusowych. Razem
z Oleszkiewiczem [49] pokazal, Ze nie istnieje wymierna funkcja R(p, ¢), ktéra pokrywataby
sie z sygnatura wezta torusowego 7T}, 4 dla wszystkich wzglednie pierwszych, nieparzystych
wartosci p oraz q.

Fakt 7.5.9 Niech p, g beda wzglednie pierwszymi liczbami, zas§ C' € [0, 1) stalg taka,
ze Cpq nie jest liczbg catkowity. Przyjmijmy z = exp(27iC) i zdefinujmy pomocnicze
funkcje: niech {z} = = — | x| oznacza cze$¢ utamkowg, za$

0 dlaz €Z
(z) = (7.53)
{{x}—l/? dlaz ¢ Z

funkcje pile. Dalej, okreslmy sume Dedekinda
a=1 , . )
8(p7q,w)=z<l><g+w>. (7.54)
=\a/ \4q

(Uwaga! Definicja funkeji s z [49] zawiera zlosliwg literéwke). Przy tych oznaczeniach,
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sygnatura wezla (p, ¢)-torusowego wyznacza sie wzorem

o(s) = — <p2 +¢° +6(Cpq)® — %) +2(C? - C)pg + (2 — 4C)(Cpq) +

3pq
(7.55)
= 2s(p,q,Cp) — 2s(q,p, Cq) — 25(p,q,p — pC) — 25(¢,p,q — qC).
Whiosek 7.5.10 Jesli p, g s nieparzyste i wzglednie pierwsze, to
I 2p 29 pg
T, = —— 4+ — 4+ —=— = —4(s(2 0 2 0)) — 1. 7.56
U( Pa‘Z) 6pq 3q 3p 2 ('S( P 49, )+ 8( q,DP, )) ( )
Whiosek 7.5.11 Jesli p jest nieparzyste, za$ ¢ > 2 parzyste, to
0(Tp,q) = —EL + 45(2p, ¢,0) - 85(p, ¢,0) + 1. 7.57)

2

Wyznaczenie liczby gordyjskiej byto duzo trudniejsze. Murasugi [328, s. 150] proponuje
Czytelnikowi pokazanie, ze zachodzi réwnosé u T}, 2 = 3 (|p| — 1) oraz nieréwnosé

2= 1) 759

Milnor [298, uwaga 10.9] postawil hipoteze, ze znak < mozna zamieni¢ na =. Pierwszy
dowdd znalezli Kronheimer, Mréwka [244], [245]: panowie pokazali, ze jesli X jest gladky,
jednospdjng, domknieta i zorientowang 4-rozmaitoscia; posiada nietrywialny wielomianowy
niezmiennik Donaldsona oraz wymiar maksymalnej dodatniej podprzestrzeni dla formy
przecieé¢ drugiej homologii jest nieparzysty, wiekszy od 2, to genus kazdej zorientowanej,
gladko zanurzonej powierzchni F' (poza dwoma wyjatkami, ktorych nie rozumiemy), spetnia
nieréwnoé¢ 2g — 2 > F - F'. Ugh!

Pézniej Rasmussen [377] podal inny dowdd, kedry nie wykorzystuje juz cechowania (gauge
theory), tylko homologie Chowanowa.

u(Tp,q) <

Fakt 7.5.12 Dla wzglednie pierwszych p, ¢ > 0 mamy

1

ulpq = E(p —1)(g—1). (7.59)

Fakt 7.5.13 Dla wzglednie pierwszych p, ¢ > 0 mamy
1
glhe =5 -1a-1), (7.60)
Dowéd. Wyznacznik macierzy Seiferta wezla torusowego jest niezerowy, wiec genus réwna

sie stopniu wielomianu Alexandera. [ ]

Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 63] prezentujg ciekawy dowdd z komutantem 3 =
G/G', gdzie G jest grupa wezla, jego ilorazem 3,, := 3/n3 oraz faktem, ze (3, * 3p)’ jest
grupa wolng rzedu (a — 1)(b — 1). Patrz tez, co pisze Murasugi [328, s. 149].
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Fakt 7.5.14 brT, , = min{|p|, |q|}
Wedlug Murasugiego [328, s. 150] dowdd znalazt Schubert [401].

I Whiosek 7.5.15 Niechp, ¢ # 0beda liczbami catkowitymi. Wtedy b T}, , = min{|p|, |¢|}.

Dowdd. Niech K bedzie wezlem torusowym typu (p, ¢) z minimalnym przedstawieniem jako
warkocz 3. Z konstrukeji domkniecia (czyli dotaczenia roztacznych pétokregéw) wynika, ze
diagram K ma dokladnie b(K) lokalnych maksiméw. Definicja liczby mostowej orzeka, iz
br K < b K. Bez straty ogélnosci niech p > ¢ > 0. Skoro wezet K powstaje z g-warkocza
(0g—1...0201)7, indeks b(K) nie przekracza ¢ = br(K). ]

Fakt 7.5.16 Mamy cr Ty ¢ = |pgq| — max{|p|, |¢|}.

Dowdd. Murasugi [327, s. 255] zauwazyl, ze jesli v jest jednorodnym n-warkoczem, gdzie
n = b(7), zas d; to suma wykladnikéw przy o; wy, to cry = S°1," |d;|. Ale splot torusowy
Tp.q, gdzie 2 < p < ¢, mozna przedstawi¢ jako domkniecie jednorodnego p-warkocza
(o102 - ... 0p—1)7, co koriczy natychmiast dowdd. |

Niezmienniki wielomianowe splotéw torusowych

Warto$ci wielomianu Jonesa podajemy bez dowodu:

Fakt 7.5.17 Klamra Kauffmana spelnia zaleznos¢ rekurencyjng
<T2,n> =A <T27n71> + (71)”7114273” (7.61)

z warunkiem brzegowym (T 1) = —A%.

Fakt 7.5.18 Niech K = T}, 4 bedzie wezlem torusowym. Wtedy jego wielomianem Jonesa
jest

ﬁ(p—l)(q—l)

Vi(t) = % (L= aemt — gt gy, (7.62)

Byloby niezmiernie smutno, gdyby wszystkie dowody zostaly pominiete, uzasadnimy wiec
ze szczegdtami, dlaczego wielomian Alexandera splotéw torusowych jest taki, jaki jest.

Fakt 7.5.19 Niech L = T}, , bedzie splotem torusowym o d ogniwach, réznym od Tp,o.
Wtedy jego wielomianem Alexandera jest

a1 (L= )AL =YD o2

) (7.63)

Ar(t) = (-1)

Przypadek p = 2 wymaga prostego rozumowania indukcyjnego. Samo ¢wiczenie pojawia
sie w wielu podrecznikach topologii. Pelny dowdd mozna znalezé w [64, przyklad 9.15], gdzie
wyznaczono jakobian prezentacji grupy wezla (z,y | 2Py~ 9).

Inne podejscie, formule Seiferta-Torresa, prezentuje przegladowa praca Turaewa [448].
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Dowdd. Macierz Seiferta wezta torusowego L = T, ; ma nieskomplikowang blokowa budowe
i postuzy nam do znalezienia wielomianu Alexandera wzorem A = det(M — tM*").

B
-B B

M = , (7.64)

B = 1 -, . (7.65)

Rachunki pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. [ ]

Whiosek 7.5.20 Niech K = T, , bedzie weztem torusowym. Wtedy jego wielomianem
Alexandera jest
(7 — 1)(t - 1)

Alt) = (tr —1)(t1 —1)°

(7.66)

I Whiosek 7.5.21 Wielomian Alexandera odréznia od siebie wezly (2, n)-torusowe.

Dowéd. Mamy A(T5,,)(t) = (t" +1)/(t + 1), wiecdeg A(To,,) =n — 1. [ ]

Znajomo$¢ wielomianu Alexandera wystarcza na szczescie do podania pelnej klasyfikacji
wezléw torusowych bez ucigzliwego dowodu.

Fakt 7.5.22 Niech p, ¢, r, s beda liczbami calkowitymi. Wtedy naststepujace warunki sa
réwnowazne:

. wezly torusowe Ty, oraz T}, s s3 rOwnowazne,
- {q,r} ={p,s}tlub{q,r} = {—p, —s}.

Dowdd. Ograniczymy sie do przypadku, gdy p, ¢, 7, s > 2. Tylko jedna implikacja wymaga
dowodu, w prawo. Bez straty ogélnosci zatézmy wigc, ze ¢ > 7, p > s. Skorowezly T, 1 Tp s
s rdbwnowazne, to poréwnanie najwyzszych wspélczynnikéw w ich wielomianach Alexandera
daje ré6wnos¢ (¢ — 1)(r — 1) = (p — 1)(s — 1). Wymnozenie wszystkiego prowadzi do
czterech przypadkdéw: s = r, s = ps, qr = r, qr = ps, z ktérych dwa §rodkowe nie moga
zachodzi¢ (gdyz p, ¢ > 1). Z czwartego wynika, ze gr < s < ps, czyli sprzecznosé. |
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Kawauchi pisze, ze wczeéniej klasyfikacja weztéw torusowych wynikata z klasyfikacji
wolnych produktéw (Z/p) * (Z/q), ktére sa ilorazami grup weztéw torusowych [398].

Wezty satelitarne

Zalézmy, ze w dopetnieniu pewnego splotu zostal zanurzony torus. Jezeli jest $cisliwy, to
albo réwnoleznik torusa ogranicza dysk w dopelnieniu splotu i torus jest niezawezlony, albo
poludnik ogranicza dysk w dopelnieniu splotu i splot nie przebiega wzduz torusa. Zadna z tych
sytuacji nie jest ciekawa. Inny zdegenerowany przypadek wystepuje, gdy torus stanowi rurowe
otoczenie jednego z ogniw splotu. W przeciwnym razie splot mozna zbudowacé z prostszych
obiektéw.

Oto formalny opis konstrukeji. Niech W bedzie pelnym torusem. Dysk zanurzony w W,
ktérego brzeg stanowi niesciagalng petle w W, nazywamy potudnikowym. Méwimy, ze
zamknieta krzywa A C W jest wladciwa, jezeli przecina wszystkie dyski potudnikowe.

Definicja 7.6.1 — wezet satelitarny. Niech P bedzie splotem zanurzonym w torusie
niezawezlonym W tak, by co najmniej jedno z ogniw stanowito wtasciwa petle w W. Niech
C bedzie wezlem, za$ V jego rurowym otoczeniem. Wybierzmy dowolny homeomorfizm
h: W — V. Wtedy splot S = h(P) nazywamy satelita o wzorcu P i towarzyszu C'.

Taka definicje podajg Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 21] (i wspominaja, ze towarzysze
po niemiecku to Begleitknoten)

Hoste i inni [191] podejrzewaja, ze jesli satelita owija sie m-krotnie wokot torusa, zas
indeks skrzyzowaniowy towarzysza wynosi k, to satelita nie posiada diagramu o mniej niz
km? skrzyzowaniach.

Poniewaz dla tréjlistnika £ = 3, napotkali sie tylko na satelity owijajace sie m = 2 razy
podczas tablicowania pierwszych weztéw do 16 skrzyzowari. Nie spodziewano sie zadnego
satelity 6semki, gdyz wtedy k = 4, zatem kazdy satelita miatby co najmniej 4 - 22 +1 = 17
skrzyzowan: dodatkowe +1 jest potrzebne, by nie dosta¢ splotu o dwéch ogniwach.

Najprostszy satelita ma 13 skrzyzowan. Ze strony internetowej programu Regina mozna
dowiedzie¢ si¢ doktadniej, jak wyglada rozktad satelitéw wiréd malych weztéw:

skrzyzowania 3 14 15 16 17 18 19

wezly pierwsze, satelitarne 2 2 6 10 29 8 245

Razem 380 wezléw.

A

[
&EE
anpogi’re = Satellite @ ’
(@ @@@ {ollow MN
C < . ZOKCLUiE 43 torust

Swallow follow toug kot

Rysunek 7.9: Torus polykajaco-podazajacy. Zrédlo: strona internetowa C. Hayashiego.
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B Przykfad 7.6.2 — torus potykajaco-podazajacy. Klasa wezldw satelitarnych obejmuje wezly
ztozone. W ich przypadku mozna wskazaé pewien szczegdlny torus nieécisliwy — polykajacy
pierwszy skiadnik, a potem pod3zajacy za drugim®. [

Schubert pokazal, ze zorientowane klasy izotopii weztéw w S® tworza wolny przemienny
monoid na przeliczalnie wielu generatorach. Dowdd to uwazna analiza niescisliwych toruséw
obecnych w dopelnieniu sumy spéjnej. To doprowadzito go do definicji weztdéw satelitarnych
i towarzyszacych w przetomowej pracy [400] oraz zunifikowalo teorie 3-rozmaitosci z teoria
wezléw. Moze warto zapoznad sie z pracg Motegiego [313]? Wikipedia méwi, ze zapis wezla
jako satelity nie jest jednoznaczny, a tam moga by¢ przyktady.

Na brzegu torusa V' mozna wprowadzi¢ pewien uktad wspétrzednych: potudnik to petla
wlasciwa w 9V, ktéra ogranicza dysk w V, natomiast réwnoleznik to petla w OV, ktéra
spotyka potudnik raz. Z dokladnoscig do izotopii potudnik jest jeden, ale réwnoleznik nie.
Réwnoleznik preferowany to taki, ktérego indeks zaczepienia z rdzeniem torusa wynosi zero.

Definicja 7.6.3 — dubel Whiteheada. Niech P C W bedzie jednokrotnie skreconym
niewezlem, tak jak na rysunku 3.1.2a w [219, s. 32]. Wtedy wezet S nazywamy dublem
Whiteheada.

Kazdy wezet posiada nieskoniczenie wiele dubli Whiteheada: wystarczy rozciaé torus V,
skreci¢ jedng koficdwke i ponownie zszy¢, zaden z nich nie jest odrézniany od niewezla przez
wielomian Alexandera.

Wyréznia sie pewien szczeg6lny homeomorfizm h, ktéry przenosi potudnik i preferowany
réwnoleznik W na potudnik i preferowany réwnoleznik V. Nazywamy go wiernym. O dublu
wzgledem wiernego homeomorfizmu méwimy, ze jest nieskrecony.

Definicja 7.6.4 — wezet kablowy. Niech h: W — V bedzie wiernym homeomorfizmem,
za$ P wezlem (p, ¢)-torusowym. Satelite S nazywamy wezlem (p, ¢)-kablowym albo
krétko kablem.

Fakt 7.6.5 Kazdy kabel wyznacza jednoznacznie wezel, z ktérego powstat.

Dowéd. Wniosek 2 z pracy Feustela, Whittena [131] pokazuje, ze na podstawie kabla mozna
wyznaczy¢ parametry wezla torusowego K, , oraz topologie dopelnienia oryginalnego wezta.
Ale my wiemy juz z twierdzenia Gordona-Lueckego, ze rézne wezly pierwsze majg rézne
dopelnienia... co jako$ koriczy dowdd. |

Niewezel nie ma nietrywialnych towarzyszy (weztdéw towarzyszacych).

Definicja 7.6.6 Towarzysza C nietrywialnego splotu nazywamy wlasciwym, jesli nie jest
niewezlem i nie jest ogniwem tego splotu.

Sploty bez wtasciwych towarzyszy okre§la sie zazwyczaj terminem ,atoroidalny”. Patrz
tez diagram przedstawiony u Cromwella [101, s. 83].

Schubert [401] zastanawial sie, czy wezel moze mie¢ nieskoriczenie wiele towarzyszy.
Udzielil negatywnej odpowiedzi: satelita S z towarzyszem C' oraz wzorcem indeksu & spetnia
nieréwnos¢ br(S) > k - br(C); z drugiej strony tylko niewezet jest 1-mostowy. (Patrz tez
wstep do artykutu Schultens [404], skad dowiedzieli$my sie o tych ciekawostkach). (Troche
duzo tych ,patrz tez”).

*Zrédlo obrazka: https://mcm-www. jwu.ac. jp/~hayashic/semi/07/07i/071i.html


https://mcm-www.jwu.ac.jp/~hayashic/semi/07/07i/07i.html
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Fakt 7.6.7 Duble nietrywialnych weztéw oraz kable sg pierwsze.

Dowdd. Prosty wniosek z twierdzenia 4.4.1 Cromwella [101, s. 84]: jezeli wzorzec jest niewe-
zlem lub wezlem pierwszym, to kazdy wlasciwy satelita jest pierwszy. |

Niektére wezly przedstawiaja sie jako satelity w doktadnie jeden sposéb, inne nie. Rok
1979 przyniést amerykariska prace [198] oraz niemiecka ksigzke’ [202], gdzie niezaleznie od
siebie opisano jednoznaczny rozklad (nazywany teraz) Jaco-Shalena-Johannsona:

Fakt 7.6.8 Niech M bedzie nierozkladalng, orientowalng, domknietg 3-rozmaito$cig.
Wrtedy istnieje minimalna rodzina rozlacznie zanurzonych niescisliwych toruséw tak, ze
kazda sktadowa 3-rozmaito$ci powstalej przez rozcinanie wzdtuz toruséw jest:

« atoroidalna lub

« wléknista przestrzenia Seiferta (S*-wiazka nad dwuwymiarowym orbifoldem).

Rodzina ta z doktadnoscig do izotopii jest jedyna.

Jest on zwigzany z operacjg zlaczania (ang. splicing), bedacej uogdlnieniem budowania
satelitéw, sumy spdjnej, dubli Whiteheada i kasowania ogniwa. Hipoteze o jedynosci rozkladu
wysnul wezesniej Waldhausen.

Wezty hiperboliczne

Jak pisali$my w sekeji 7.2.2, stynne wezly Conwaya oraz Kinoshity-Terasakiego odréznit od
siebie po raz pierwszy Riley. Zbadat paraboliczne reprezentacje ich grup w skoficzong grupe
prostag PSL(2,7), co doprowadzilo go do odkrycia struktury hiperbolicznej w dopelnieniu
6sembki [382]. Zainspirowany tym wynikiem Thurston najpierw roztozyt dopelnienie 6semki
na dwa idealne wielo$ciany, a potem znacznie uogélnit swéj przyklad.

Autorzy tej ksiazki nie rozumieja wezléw hiperbolicznych! Przeczytali$my przegladows,
prace Kalfagianniego, Futera oraz Purcell [148], notatki z wykladéw prowadzone przez sama
Purcell i wreszcie ksigzke [372], jaka z nich wyrosta. Wiedze o wezlach hiperbolicznych mozna
czerpad takze z artykulu Weeksa [462]. Stre$cimy to, co zdazylismy przeczytaé i odsylamy
zaintrygowanego Czytelnika do cytowanych pozycji.

Sekcje o weztach hiperbolicznych wypada zaczaé od przytoczenia ich definicji. Owszem,
zrobimy to, ale bez wyjasnienia znaczenia uzytych tu trudnych stéw:

Definicja 7.7.1 — hiperboliczny. Wezel K, na dopelnieniu ktérego mozna zadaé zupeing
metryke o stalej krzywiznie —1 nazywamy hiperbolicznym.
Jesli wiemy, czym jest 3-przestrzen hiperboliczna H*, mozemy uzywaé réwnowaznej:

Definicja 7.7.2 Wezel K taki, ze istnieje dyskretna oraz beztorsyjna grupa izometrii I'
izomorficznaz 71 (8% \ K) taka, ze S® \ K = H?/T', nazywamy hiperbolicznym.

*Wedtug recenzji Hempela, najwazniejsze tam jest twierdzenie klasyfikacyjne: niech M , Mo beda 3-rozmaitosciami
Hakena z brzegiem, zas V7, V3 ich podrozmaito$ciami charakterystycznymi, wtedy kazda homotopijng réwnowaznosé
f: M1 — Mz mozna zdeformowac tak, ze jest homeomorfizmem miedzy domknieciami: M4 \ Vi oraz My \ Va2
i homotopijna réwnowaznoscia miedzy V4 oraz Va.
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Trychotomia Thurstona

Nie pamietamy kto, gdzie i kiedy, ale kto$ gdzie$ i kiedy$ opowiedzial nam, ze Thurston
podejrzewal, ze kazda 3-rozmaito$¢ rozklada sie wzdtuz sfer i nieécisliwych toruséw na czesci
wyposazone w jedng z o$miu kanonicznych geometrii:

. sferyczng S, albo euklidesowa E?3, albo hiperboliczna H?,
. albo S% x R, albo H? x R,
« albo uniwersalne nakrycie SL(2,R),

« albo geometrie Sol albo geometrie Nil.

Dowdd hipotezy geometryzacyjnej dostarczyt mniej wiecej dwie dekady p6Zniej Perelman, ale
dla nas to jest raczej bez znaczenia. Wystarczy nam starszy wynik samego Thurstona [435],
ktéry zajat sie szczegblnym przypadkiem rozmaito$ci Hakena. Dopetnienia splotéw stanowia
ich szczegdlny przypadek, dokladnej definicji nie podajemy umyslnie. I tak z przelomowych
prac Thurstona z lat 70. oraz 80. wynika, ze dopelnienie splotu jest rozmaito$cig wiknistg
Seiferta, toroidalng albo hiperboliczng. Innymi stowy, Thurston przedstawit:

Twierdzenie 7.7.3 — trychotomia Thurstona. Kazdy wezel jest satelitarny, torusowy albo
hiperboliczny.

Thurston pisze, ze Riley przypuszczal to samo z pomoca komputera na podstawie duzej
liczby przyktadéw.

Niedowéd. Thurston [435, s. 360] dowodzi ogélniejszego faktu: wnetrze zwartej 3-rozmaitosci
z niepustym brzegiem M ma strukture hiperboliczna wtedy i tylko wtedy, gdy rozmaito$é
M jest homotopijnie atoroidalna, pierwsza oraz nie jest homeomorficznaz T2 x 1/(Z/2),
gdzie Z /2 odwraca I. Stad wynika juz trychotomia. |

Kryteria hiperbolicznosci

Wezly hiperboliczne stanowia najliczniejsza, ale tez najmniej zrozumiang rodzine weztéw.
Sam Nead, uzytkownik portalu MathOverflow napisal, ze maszyneria JSJ® oraz prace innych
0s6b pozwalaja wystowi¢ algebraicznie kryterium Thurstona. Podajemy trzy réwnowazne
postaci, od najbardziej konkretnej do w petni algebraiczne;j.

Fakt 7.7.4 Niech L bedzie takim splotem, ktéry nie rozszczepia sie, nie jest nieweztem,
nie posiada wérdéd ogniw niezaktdconego wezla satelitarnego (,undisturbed satellite knot”)
oraz nie jest weztem torusowym. Wtedy L jest hiperboliczny.

Fakt 7.7.5 Niech L bedzie splotem takim, ze jego dopelnienie S*\ L nie zawiera wlasciwej
2-sfery, wlasciwego dysku, wlasciwego torusa ani wiasciwego pierscienia. Wtedy L jest
hiperboliczny.

¢rozklad Jaco-Shalena-Johannsona
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Fakt 7.7.6 Niech L bedzie splotem takim, ze jego grupa 7(S* \ L) nie jest produktem
wolnym, nie jest izomorficzna z Z oraz nie zawiera w sobie kopii grupy Z @ Z. Wtedy L
jest hiperboliczny.

Niedowdd. Patrz https://mathoverflow.net/a/153327. |

Przyktady rodzin weztéw hiperbolicznych

Czas na podanie jakich§ przykladéw weztéw hiperbolicznych, za Adamsem [4].

Fakt 7.7.7 Kazdy alternujacy, pierwszy, oraz nierozszczepialny splotjest albo 2-warkoczem
(a zatem, torusowy) albo hiperboliczny.

Niedowdd. Menasco [294] pokazal: dopelnienie alternujgcego wezta nie zawiera niescisliwych
nieperyferyjnych toruséw. To w polaczeniu z unifikacyjnym twierdzeniem Thurstona dla
rozmaito$ci Hakena konczy(nie)dowdd. |

Fakt 7.7.8 Nietrywialne pierwsze prawie alternujace wezly s3 torusowe albo hiperboliczne.

Niedowdd. Grupa studentéw: Brock, Bugbee, Comar, Faigin, Huston, Joseph, Pesikoff pod
opieka Adamsa [7]. [ |

Fakt 7.7.9 Toroidalnie alternujace wezly pierwsze s3 torusowe albo hiperboliczne.

Ze wszystkich wezléw pierwszych do 11 skrzyzowan i pierwszych, nierozszczepialnych
splotéw do 10 skrzyzowari tylko 3 wezly i 2 sploty nie s3 toroidalnie alternujace, tak twierdzi
Adams [4].

Niedowdd. Patrz [3]. [ |

Fakt 7.7.10 Sploty Montesinosa s3 prawie zawsze torusowe albo hiperboliczne.

Dowdd. Najpierw Boileau, Siebenmann [40] zidentyfikowali torusowe sploty Montesinosa.
Potem Oertel [343] dowi6dl, ze jesli splot Montesinosa nie jest ani hiperboliczny, ani torusowy,
to musi by¢ jednym z wyjatkéw (z chyba troche inng notacja niz nasza):

< K(1/2,1/2,21/2,21/2),
. K(2/3,21/3,21/3),
. K(1/2,21/4,21/4),
. K(1/2,21/3,21/6),

« lub lustrem tych splotéw. |


https://mathoverflow.net/a/153327
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Fakt 7.7.11 Mutant wezla hiperbolicznego jest weztem hiperbolicznym.

Niedowéd. Ruberman [389, wniosek 1.4]. [ |

Z kryterium Thurstona mamy prosty wniosek:
I Whiosek 7.7.12 Kazdy wezel hiperboliczny jest pierwszy.

Dowéd. Kazdy wezel zlozony jest satelitarny, patrz przykiad 7.6.2. [ ]

lle jest weztéw hiperbolicznych?

Prawie kazdy wezet pierwszy o mniej niz 17 skrzyzowaniach jest hiperboliczny, na 32 wyjatki
sklada sie 12 wezléw torusowych oraz 20 satelitéw tréjlistnika. Te ostatnie majg co najmniej
13 skrzyzowan. Baza ciggéw liczb calkowitych OEIS zawiera informacje na temat licznosci
poszczegdlnych typéw weziéw. Analizujac ciagi A051764, AO51765 oraz A052408 mozna doj§é
do wniosku, Ze wraz ze wzrostem liczby skrzyzowan, stosunek liczby weztéw hiperbolicznych
do wszystkich weztéw dazy do 1:

rodzaj 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
torusowe 1 (0] 1 o 1 1 1 1 1 0 1 1 2
satelitarne 0 ¢} 0 o] ¢} 0 0 o] ¢} 0 2 2 6
hiperboliczne 0 1 1 3 6 20 48 164 551 2176 9985 46969 253285

Ta obserwacja o granicy réwnej 1 jestjednak tylko przypuszczeniem, i to przypuszczeniem,
ktére — jak zobaczymy — trudno nawet precyzyjnie wystowié¢. W pracy [284] Malutin pokazat,
Ze jest ono sprzeczne z wieloma innymi starymi hipotezami teorii weztéw: 7.7.13 - 7.7.16.

Hipoteza 7.7.13. Indeks skrzyzowaniowy jest addytywny wzgledem sumy spéjnej.
(To jest powtérzenie hipotezy 3.1.2).

Hipoteza 7.7.14. Satelita ma wigkszy (w stabszej wersji: nie mniejszy) indeks skrzyzowaniowy niz jego
towarzysze.

Lackenby [251] pokazal, ze jesli K jest satelity z towarzyszem L, tocr K > 10" cr L.

Hipoteza 7.7.15. Wezel ztozony ma wigkszy (w stabszej wersji: nie mniejszy) indeks skrzyzowaniowy
niz jego skltadniki.

Moéwimy, ze wezet pierwszy P jest A-regularny, jeslicr K > X-cr P zakazdym razem, gdy
wezel P jest sktadnikiem wezta K. Zatem hipoteze mozna wystowié krdtko ,wezly pierwsze sg
1-regularne”. Z tego, co pisaliémy po hipotezie 3.1.2 wynika, ze hipoteza 7.7.13 jest prawdziwa
w klasie weziow alternujacych czy torusowych i ze wszystkie wezly sa 1/152-regularne.
Hipoteza 7.7.16. Wezly pierwsze sq 2/ 3-regularne.

Rozwiazanie zagadki przyniosta praca samego Malutina [285] opublikowana latem 2019
roku, przynajmniej dla splotéw. Pokazal w niej, ze jesli oznaczymy liczbe splotéw pierwszych
i nierozszczepialnych o n lub mniej skrzyzowaniach przez P,, za$ liczbe hiperbolicznych
splotéw, takze o n lub mniej skrzyzowaniach, przez H,,, prawdziwe bedzie oszacowanie

lim inf% <1-10""% (7.67)

n—00 n


https://oeis.org/A051764
https://oeis.org/A051765
https://oeis.org/A052408
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Objetos¢ hiperboliczna jako niezmiennik

Purcell [372, s. 66] proponuje znalez¢é rodzine zupelnych struktur hiperbolicznych na naktutym
torusie oraz czterokrotnie naklutej sferze (w formie éwiczenia). Podobna elastycznosé nie
wystepuje jednak w przestrzeniach wyzszych wymiaréw. Z twierdzenia o sztywnosci, w wersji
algebraicznej:

Twierdzenie 7.7.17 — Mostow-Prasad. NiechI';, I's bedg dyskretnymi podgrupami grupy
izometrii H" dlan > 3 takimi, ze ilorazy H" /T"; majg skoficzone objetosci. Zatézmy tez,
ze istnieje izomorfizm grup ¢: I'y — T'2. Wtedy podgrupy I'1, I'z s3 sprzezone.

albo geometrycznej:

Twierdzenie 7.7.18 — Mostow-Prasad. Niech M7, M> beda zupelnymi, hiperbolicznymi
rozmaito$ciami o skoriczonych objetosciach. Wtedy kazdy izomorfizm grup podstawowych
@: w1 (M1) — 71 (M2) realizowany jest jednoznacznie przez izometrie.

wynika, ze jesli znalezliémy jaka$ zupelng strukture hiperboliczna na dopetnieniu splotu,
to innych juz nie ma.

Niedowéd. Pierwsi byli Mostow [312] oraz Prasad [363]. Thurston naszkicowal rozumowanie
w sekeji 5.9 swoich notatek, na bazie ktérych powstala pézZniej ksiazka [436]. Inny tok myélenia
mozna znalezé w podreczniku Benedettiego, Petronio [27, rozdzial C]. |

Twierdzenie Mostowa-Prasada pozwala nam na wprowadzenie nowych niezmiennikéw
splotéw hiperbolicznych: wystarczy wziaé dowolny geometryczny niezmiennik dopetnienia
wezla. Najwazniejszym z nich wydaje sie by¢ objetos¢.

Definicja 7.7.19 — objetosé. Niech L bedzie splotem hiperbolicznym, na dopelnieniu
ktérego zadano zupelna metryke hiperboliczng. Objetos¢ tego dopelnienia nazywamy
objetoscia splotu L i oznaczamy vol L.

Objetosé jest zawsze skoficzong liczbg rzeczywisty. Dla wygody przyjmuje sie czasami, ze
objetosé wezléw torusowych oraz satelitarnych wynosi 0. Komputerowy program SnapPea
napisany przez Weeksa pozwala na wyznaczenie objetosci dowolnego splotu o rozsadnej ilosci
skrzyzowan.

Thurston [435, s. 365] zauwazyt, ze tylko skoriczenie wiele hiperbolicznych 3-rozmaitoéci
moze mie¢ te sama objeto$¢ — wynika to z prac Gromowa i Jgrgensena (niestety nie wiemy,
o ktérych pracach mowa). W mniej wiecej tym samym czasie Wielenberg [469] spostrzegl, ze
pewne podgrupy klasycznej grupy Picarda dzialaja jako izometrie na gérna pélprzestrzen
hiperboliczng wymiaru 3 majg podstawowe wielo$ciany, ktére s3 takie same jako zbiory, ale
réznig sie jesli chodzi o utozsamienie ze soba $cian. Wynika stad, Ze istnieja dowolnie duze
kolizje wsréd weztéw hiperbolicznych.

Chociaz mutanty majg te samg objeto$¢ hiperboliczng (fake 7.2.26), to praktyka pokazuje,
ze niezmiennik vol dobrze wspomaga proces tablicowania weztéw.

® Przykfad 7.7.20 vol4; = —6 [/°

o " log|2sinf|df = 2.0298832. (]

Zaden wezel hiperboliczny nie ma mniejszej objetosci, méwi o tym fakt 7.7.29.

B Przykfad 7.7.21 vol 52 ~ 2.82812. [
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W encyklopedii Wolfram Mathworld znajduje sie informacja, ze 55 oraz pewien wezel
o dwunastu skrzyzowaniach maja te samg objetoéé, prawdopodobnie chodzi tu 0 12n242,
ktéry znany jest takze jako (—2, 3, 7)-precel.

B Przyktad 7.7.22 vol 6, ~ 3.16396. [ ]

Objetosci weztéw 41, 52 1 61 znajduja sie w pracy Kaszajewa [209, s. 6].

B Przyktad 7.7.23 vol 62 =~ 4.40083. ]
B Przyktad 7.7.24 Niech K bedzie jednym z dwdch weztéw w parze Perko. Wtedy vol K ~
5.63877. [ ]
B Przyktad 7.7.25 vol 63 ~ 5.69302. n

Praca Futera, Kalfagianni, Purcell [148] wspomina kilka przyjemnych ograniczen, jakie
musi spetniaé objetos¢. Aby je przytoczyé, musimy najpierw zdefiniowaé dwie state: v4 oraz
vg, objetosci idealnego czworoscianu (albo rozmaitosci Giesekinga, powstalej z czworoscianu
przez usuniecie wierzchotkdw i sklejenie §ciany 012 z 310 oraz 023 z 32; dopelnienie 6semki
jest podwéjnym nakryciem tej rozmaitosci) oraz o$émioscianu foremnego w H®. Mamy

27 /3
vy = / log(2 cos(6/2)) d6 ~ 1.01494 16064, (7.68)
0
5 =Y ~
vs = 4;:0 Gn 1) ~ 3.66386 23767. (7.69)

I tak najpierw Adams [1] pokazal w swojej rozprawie doktorskiej:

Fakt 7.7.26 Niech L bedzie splotem o cr L > 5 skrzyzowaniach z diagramem D, ktéry
realizuje indeks skrzyzowaniowy. Wtedy

volL < 4(cr D — 4)va. (7.70)
A trzy dekady pdézniej poprawil swéj wynik w [5]:

Fakt 7.7.27 Niech L bedzie splotem o cr L > 5 skrzyzowaniach z diagramem D, ktéry
realizuje indeks skrzyzowaniowy. Wtedy

volL < (cr D — 5)vs + 4va. (7.71)
Jego metoda polega na podzieleniu dopelnienia splotu na cztero$ciany i o§miosciany oraz

policzeniu ich. To, w potaczeniu ze znanymi ograniczeniami na objeto$¢ ,cegietek”, wystarcza.
Podzial na o§miosciany zaproponowat Dylan (nie William!) Thurston.

Fakt 7.7.28 Zbidr
{vol K : K jest hiperboliczny} C R (7.72)

jest dobrze uporzadkowany, typu porzadkowego w® .

Niedowdd. Zdaniem angielskiej Wikipedii, dowdd jest gdzie$ w [339] (gdzie Neumann, Zagier
znajduja eleganckie oszacowanie zmiany objetosci po wykonaniu chirurgii Dehna), my tego
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nie widzimy. Hodgson, Masai [189] sugerujg, zeby przeczytaé notatki Thurstona [437]. Jeszcze
jedng wzmianke znalezliémy w starszej pracy Thurstona [435, s. 365]. |

W dowolnej rodzinie wezidw istnieje element o najmniejszej objetosci. Przytoczymy teraz
przyklady konkretnych rodzin i najmniejszych weziéw, za Futerem, Kalfagiannim, Purcell
[148, s.16-17] oraz Hodgsonem, Masaiem [189, s. 296].

Fakt 7.7.29 Zaden wezel nie ma mniejszej objetosci hiperbolicznej od 6semki.

Niedowéd. Cao, Meyerhoff [72] przeanalizowali pakowania horokul w uniwersalnym nakryciu
zwiazanym z rozmaito$ciami. Doszli do wniosku, ze nie ma tam dostatecznie wolnego miejsca,
jezeli szpic nie jest odpowiedniego rozmiaru. Trzykrotnie wspieraja sie przy tym pomoca
komputera, by sprawdzi¢, ze okre$lone warunki sa spelnione we wszystkich punktach danej
przestrzeni parametréw. ]

Nie jeste$my pewni, jak powinno ttumaczy¢ sie angielskie cusp; w literaturze spotkalismy
czasami termin ostrze. Chcieliby§my zaproponowa¢ stowo szpic. Rozmaito$¢ szpiczasta (czyli
niezwarta, zupetna hiperboliczna rozmaito$¢ ze skoriczong objetoécia Riemanna) bytaby
wtedy polskim odpowiednikiem cusped manifold.

Fakt 7.7.30 Wérdd orientowalnych 3-rozmaitosci ze szpicem najmniejsza objeto$¢ ma
dopelnienie 6semki oraz jego blizniak, otrzymany przez (5, 1)-chirurgie jednego z ogniw
splotu Whiteheada.

Klasa rozmaito$ci wspomniana w fakcie obejmuje dopelnienia hiperbolicznych weziéw.
Powyzszy fakt takze zostal wziety z pracy [72]. Meyerhoff, juz bez Cao, nie przestawat pracowaé
nad rozmaito$ciami o malych objetosciach i osiem lat pézniej przedstawil z Gabaiem, Milleyem
[150] bez dowodu:

Fakt 7.7.31 Istnieje 10 orientowalnych 3-rozmaitosci z jednym szpicem o objetosci co
najwyzej 2.848:m003, m004 (2.02988...), m006, m007 (2.56897...), m009, m010 (2.66674...),
m011 (2.78183...),m015, m016 orazm017 (2.82812...). Nazwy pochodzg ze spisu rozmaitosci
programu SnapPy.

Chociaz panowie obiecali pokazaé¢ dowdd pdzniej, nam nie udalo sie go odszukaé. Za to
udalo sie rozszyfrowad niektdére nazwy. m003 to siostra 41, m004 to wezet 41, m015 to wezet
52, m016 to wezel 12n242, czyli znany nam juz (—2, 3, 7)-precel, m017 to siostra 5z.

W tej samej pracy mozemy jeszcze znalezé informacje, ze:

Fakt 7.7.32 Istnieje dokladnie jedna hiperboliczna, domknieta 3-rozmaito$é, kedrej
objetos¢ jest najmniejsza (posréd wszystkich takich rozmaitosci).

Chodzi o rozmaito$é Weeksa, ktéra powstaje przez wykonanie (5, 2) oraz (5, 1) chirur-
gii Dehna na dopelnieniu splotu Whiteheada. Po raz pierwszy odkryl jg Jeffrey Weeks [461]
w swojej rozprawie doktorskiej oraz niezaleznie trzy lata pdzniej Matwiejow, Fomenko [291].
Wiemy z https://oeis.org/A126774, ze

Viveeks = 0.94270 73627 76927 72092 . . . (7.73)


https://oeis.org/A126774
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Nastepna jest rozmaito$¢ Meyerhoffa, powstata po (5, 1) chirurgii na dopelnieniu ésemki.
Meyerhoff sugerowal w 1987, Ze nie istnieje rozmaito$¢ o mniejszej objetosci, ale pézniej
okazalo sie to nieprawdg:

\/ 3
Viteyerhoft = %thm (2) = 0.98136 88288 92232 08809 . . . (7.74)

Fakt 7.7.33 Wsrdd orientowalnych 3-rozmaitosci o dwéch szpicach najmniejszg objetosé
maja splot Whiteheada oraz (—2, 3, 8)-precel.

Ich objeto$é wynosi vs.

Niedowdd. Ian Agol [10] korzystajac z metod topologicznych dowodzi istnienia niezbednej
powierzchni, ktéra zadaje dolne ograniczenie na objeto$é. Tak skutecznie krepuje rozmaitosci,
ktére mogy to ograniczenie zrealizowaé. [ ]

Przypadek trzech szpicéw nie jest zbyt dobrze zrozumiany.

Fakt 7.7.34 Dopetnienie splotu 83 (wg numeracji Rolfsena, czyli L8al3 wg numeracji
Thistlethwaite’a) ma najmniejszg objeto$¢ wérdd orientowalnych 3-rozmaitosci o czterech
szpicach.

Jego objetoéé wynosi 2vs.

Niedowdd. Rozumowanie Yoshidy [472] oparte o wspomniang wyzej prace Agola. |

Symetrie weztéw hiperbolicznych
Przytoczone nizej dwa fakty nie s3 do niczego potrzebne, ale uwazamy je za co$ uroczego.

Fakt 7.7.35 Niech G oznacza grupe izometrii wnetrza dopelnienia wezla hiperbolicznego.
Wrtedy G jest diedralna lub skoriczona cykliczna.

Niedowdd. Pierwszy byt Riley [383, s. 124], mozna tez zapoznac sie z pézniejsza pracg Kodamy,
Sakumy [234]. [ |

Kawauchi [219, s. 131] wprowadza jeszcze jedna grupe (grupe symetrii wezta): iloraz grupy
PL automorfizméw pary (S%, K) przez podgrupe elementéw, ktére sa otaczajaco izotopijne
z odwzorowaniem tozsamo$ciowym. Okazuje sie, ze nie wszystkie s3 skoriczone:

Fakt 7.7.36 Nastepujace warunki sa réwnowazne — wezet K ma skoficzona grupe symetrii;
wezel K jest hiperboliczny, torusowy albo kablem wezla torusowego.

Kawauchi nie podaje dowodu, ale zaleca zajrze¢ do pracy Sakumy. My zajrzeliSmy i dalej
nie mamy pojecia, jak ten dowod miatby wygladaé.
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Wezty plastrowe i taSmowe

Musimy oznajmi¢ z przykroscia, ze jest to juz ostatnia sekcja ksigzki. Poruszymy tutaj wazne
z punktu widzenia wspétczesnej teorii weztéw zagadnienia czterowymiarowe: wprowadzamy
wezly plastrowe i tasmowe, definiujemy relacje zgodnosci oraz przytaczamy tyle wynikéw
o grupie zgodnoéci, ile tylko jesteSmy w stanie zrozumieé, czyli nie za wiele. Ze wzgledu na
znaczne ubytki wiedzy, ograniczamy sie do zreferowania tekstu Kawauchiego [219, s. 154-
169], miejscami tylko wspominajac odsytacze do literatury, ktére wydaja sie nam pomocne.
Wiele wynikéw, jakie podamy w tej sekeji, pochodzi z artykutu Foxa, Milnora [141], od ktérego
wszystko sie zaczeto.

O wezlach plastrowych i taémowych pisali: Burde, Zieschang, Heusener [64, s. 26, 27].

Adnotacja ttumacza: by¢ moze jesteSmy pierwszymi osobami piszacymi o tych obiektach
po polsku, dlatego nie mamy pewnosci, czy podane tutaj ttumaczenie , plastrowy” przyjmie
sie. Inny przymiotnik godny rozwazenia to ,wstegowy”.

Definicja 7.8.1 — wezet topologicznie plastrowy. Wezet K wsferze S®, ktéryjest brzegiem
lokalnie plaskiego dysku D w kuli B* nazywamy wezlem topologicznie plastrowym. Dysk
D, kiedy potrzebuje mie¢ nazwe, tez jest dyskiem plastrowym.

Jesli nie jest podane inaczej, ,plastrowy” to synonim , topologicznie plastrowego”.

Definicja 7.8.2 — wezet gtadko plastrowy. Wezet K w sferze S°, ktéry jest brzegiem
gladkiego dysku D w kuli B* nazywamy weztem gladko plastrowym.

Nastepujace wezly o mniej niz jedenastu skrzyzowaniach sa plastrowe (topologicznie oraz
gladko): 61, 88, 89, 820, 927, 941, 946, 103, 1022, 1035, 1042, 1048; 1075, 1087; 1099, 10123,
10129, 10137, 10140, 10153 oraz 10155. Wérdd pierwszych weztéw do dwunastu skrzyzowan
najdluzej opierat sie wezel Conwaya, az Lisa Piccirillo [359] pokazala, ze nie jest gladko pla-
strowy (ale za to jest topologicznie plastrowy).

Fakt 7.8.3 Niech K bedzie wezlem. Wtedy suma K # mr K jest weztem plastrowym.

Niedowéd. Kawauchi [219, s. 155] pisze, ze wystarczy wybraé 3-kule B C S® taka, ze K N B
jest trywialnym tukiem w B. Wtedy 4-kula cI(S® \ B) x [0, 1] oraz lokalnie ptaski dysk
c(K \ KN B) x [0,1] sa $wiadkami plastrowosci wezta K # mr K. |

Fakt 7.8.4 Albo wszystkie trzy wezly K1, K2, K1 # K> sg plastrowe, albo co najwyzej
jeden z nich.

Dowdd. Kawauchi [219, s. 155] pisze: zal6zmy, ze K1, K5 s3 plastrowe, z plastrowymi dyskami
D1, Dy C B*. Wtedy suma brzegowa’ (B*, D1)i(B*, D2) pokazuje, ze wezet K # Ko jest
plastrowy.

Zatézmy teraz, ze K1, K3 = K # K> sa plastrowe, z plastrowymi dyskami D1, D3 C B*.
Wybierzmy 3-kule By, B3 wewnatrz S° tak, ze domknigcie K \ By N K jest trywialnym
tukiem w domknieciu S3 \ B . Wtedy cos tam dalej, ale nie warto tego przepisywaé, bo i tak
za trudne na te ksigzke. |

”Cokolwiek to jest!



180 Rozdziat 7. Wybrane rodziny weztéw

Pierwszym powaznym wynikiem z dziedziny teorii weztéw plastrowych, pochodzacym
jeszcze z pracy [141], byl:

Fakt 7.8.5 — warunek Foxa-Milnora. Niech K bedzie wezlem plastrowym. Wtedy jego
wielomian Alexandera jest postaci A(t) = f(t) f(1/t) dla pewnego wielomianu Laurenta

f(t) € Z[t, 1/4).
I Whiosek 7.8.6 Wyznacznik wezla plastrowego jest kwadratem.

Dowéd. Mamydet K = |[Ag(—1)| = f(=1)f(-1). [ ]

Ten prosty test stwierdza, ze 2743 sposrdd 2977 wezléw o mniej niz 13 skrzyzowaniach nie
jest plastrowych.

Fakt 7.8.7 Niech K bedzie wezlem plastrowym. Wtedy o (K') = 0.

Niedowéd. Mozna zajrze¢ do Lickorisha [261, s. 90] i Murasugiego [321, twierdzenie 8.8]; nie
wiadomo, kto pierwszy uznal, ze warto tego dowies¢. [ |

Test ten eliminuje kolejne 45 weztéw ponizej 13 skrzyzowan.

Fakt 7.8.8 Niech K bedzie wezlem plastrowym. Wtedy Arf K = 0.

Dowdd. Skladniki dowodu juz s3, wystarczy je teraz wszystkie wymieszaé w dobrej kolejnosci.
Whiosek 7.8.6 méwi, det K jest kwadratem, zas$ fakt 4.3.10, ze det K jest nieparzyste. Zatem
det K =1 (mod 8) i fakt 6.3.3 (warunkek Murasugiego) orzeka Arf K = 0. |

Ostatni fake, jaki podamy we wprowadzeniu, to jedno z niewielu miejsc w calej ksigzce,
gdzie dotykamy réznic miedzy kategoria Top oraz PL.

Fakt 7.8.9 Niech K bedzie wezlem w kategorii Top. Jezeli jego wielomian Alexandera jest
trywialny: Ax () = 1, to wezel K jest plastrowy.

Twierdzenie to jest bardzo latwo napotkaé przegladajac prezentacje poswiecone wezlom
plastrowym, ale nikt nie chce sie przyznaé, kto jest jego ojcem. Odpowiedz znalezliémy dopiero
w artykule ,The degree of the Alexander polynomial is an upper bound for the topological slice
genus” Petera Fellera! Milo, ze mu sie chcialo.

Dowéd. Freedman [143, tw. 1.13]. [ |

Implikacja 7.8.9 przestaje by¢ prawdziwa po przejiciu do kategorii Diff. Wydawato nam
sie kiedys, ze Gompf [163] dobrze ttumaczy te réznice przy uzyciu twierdzenia Donaldsona.
(Do tego artykutu odsyla encyklopedia weztéw [9]). Dzisiaj wiemy, ze nic nie wiemy.
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Wezty skrecone

Nie potrafiliémy znaleZ¢ lepszego miejsca dla tej podsekeji, miedzy innymi przez fakt 7.8.13,
ktéry wymaga znajomosci przymiotnika , plastrowy”. Wezly skrecone uwaza sie za najprostsza
(po torusowych) rodzine weztéw. Wspomina o nich bardzo krétko Kawauchi [219, s. 31].

Definicja 7.8.10 Wezet powstaly najpierw przez n-krotne péiskrecanie domknietej petli,
a nastepnie splecienie koficéw, nazywamy weztem skreconym.

Wezly skrecone to doktadnie towarzyszace nieweztowi w weztach satelitarnych, tak zwane
whiteheadowskie duble niewezla. Wszystkie s odwracalne (ale tylko niewezel oraz 6semka
s3 zwierciadlane) i majg liczbe gordyjska 1, poniewaz wystarczy rozwigzaé skrzyzowanie,
ktére plotlo korice. Kazdy jest dwumostowy (¢wiczenie u Rolfsena [385, s. 114]) i posiada
zerowg sygnature. Dalsze wlasno$ci weztdéw skreconych zaleza od n, ilosci pétskretow. Indeks
skrzyzowaniowy wynosi n + 2.

Fakt 7.8.11 Niech K bedzie weztem n-skreconym. Wtedy

s (7.75)

2 (2) 24 (n+1)2> nnieparzyste
z) =
2—nz n parzyste

Fakt 7.8.12 Niech K bedzie wezltem n-skreconym. Wtedy

(¢+1)V(g) =

{1 +qgi4qm—qg "3 n nieparzyste O

¢(1+¢ =g " +¢ ") nparzyste

Fakt 7.8.13 Zaden wezel skrecony poza niewezlem 0; oraz wezlem dokerskim 61 nie jest
plastrowy.

Dowbd. Casson, Gordon [74]. [ |

Zgodnos¢

Zgodno$é jest relacjg réwnowaznosci na zbiorze weztéw, ktéra prowadzi do nowej definicji
wezléw plastrowych (patrz fakt 7.8.15). My przytaczamy jej definicje z pracy Gompfa [163]:

Definicja 7.8.14 — zgodnos$¢. Dwa wezly Ko, K1 nazywamy (gladko) zgodnymi, jezeli
zbiér
K(] X {0} U Kl X {1} (7.77)

jest brzegiem pewnego pierscienia gtadko zanurzonegow S* x I.

Kawauchi [219, s. 156] pisze , Two knots (...) are knot cobordant (or concordant)”, wiec tak jak
wielu innych autoréw nie odréznia weztéw kobordantnych od zgodnych. Mamy zamiar zro-
bi¢ dokladnie to samo: réznica miedzy tymi terminami jest subtelna; wezly zgodne s3 tez
kobordantne, ale implikacja w drugg strone nie zachodzi (wiemy o tym z tekstu Blanlceila
,Cobordism and Concordance of Knots”) chyba, ze pracuje si¢ z wezlami sferycznymi, a tak
jest w klasycznej teorii weztéw.
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Dlatego my bedziemy zawsze pisa¢ o wezltach zgodnych i nigdy o kobordantnych.

Fakt 7.8.15 Dwawezly K1, K s3 zgodne wtedy i tylko wtedy, gdy suma (mr K2) # K
jest plastrowa.

Dowéd. Cwiczenie 12.1.3 w ksigzce Kawauchiego [219]. |

Definicja 7.8.16 Wezel zgodny z niewezlem nazywamy plastrowym.

,Bycie zgodnym” jest relacja réwnowaznosci, stabszg od ,bycia izotopijnym”, ale chyba
mocniejsza od ,bycia homotopijnym”. Klase abstrakeji wezta K oznaczamy przez [K].

Definicja 7.8.17 — grupa zgodnosci. Niech C'* oznacza iloraz zbioru wszystkich weztéw
przez relacje zgodnoéci. Zbiér C'! wyposazony w dzialanie

[K1] 4 [Ka2] = [K1 # Ko (7.78)

staje sie grupa abelows, nazywang grupa zgodnosci. Jej elementem neutralnym jest klasa
abstrakeji niewezla. Elementem przeciwnym do [K] jest [mr K.

Niech © oznacza rodzine macierzy Seiferta weziéw (czyli kwadratowych macierzy V
o calkowitych wyrazach takich, ze det(V — V7)) = 1). Méwimy, ze macierz V € © jest
zerowo kobordantna, jezeli jest postaci

0V
V=P 2 pt (7.79)
V12 V22

dla pewnej catkowitoliczbowej macierzy P o wyznaczniku +1; takie macierze nazywamy
unimodularnie sprzezonymi. Kazda zerowo kobordantna macierz V' € © stanowi macierz
Seiferta pewnego plastrowego wezla K. Kawauchi nazywa te wezly algebraicznie plastrowymi
i méwi, ze to doktadnie wezly, ktére ograniczaja izotropowe powierzchnie w kuli B*, wiec
kazdy wezet plastrowy jest algebraicznie plastrowy.

Suma (—V') @ V jest zerowo kobordantna dla kazdej macierzy V' € ©. To (chyba to)
inspiruje Kawauchiego do wprowadzenia kolejnej definicji: dwie macierze V1, Vo € © nazywa
kobordantnymi, jezeli (—V1) @ V jest zerowo kobordantna. Kobordyzm stanowi relacje
réwnowaznosci na © — iloraz © przez te relacje oznacza sie G_, jest grupa abelows,.

Fakt 7.8.18 Odwzorowanie ¢: C* — G_ posylajace klase abstrakeji wezta w klase
abstrakeji jego macierzy Seiferta jest dobrze okreslonym epimorfizmem.

Dowéd. Nie umiemy nic udowodnié, wiec wymienimy tylko trzy odsytacze: z faktu 2? wynika,
ze odwzorowanie v jest dobrze okreslone, dowdd faktu 6.2.45 pokazuje, Ze 1) jest homomorfi-
zmem, za$ w [219, s. 62] mozna przeczytaé, dlaczego jest ,na’. |

Funkcje 1) rozpatrywal Levine [258] w latach sze$édziesigtych. Po mniej niz dekadzie
Casson, Gordon [73] wskazali nietrywialne elementy jadra. Potem byt wynik Jianga [200], Ze
jadro nie jest skoriczenie generowalne, bo zawiera izomorficzna kopie Z°°, a jeszcze pézniej
Livingstona [275], ze zawiera tez kopie (Z/27.)°.
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Fakt 7.8.19 G_ X Z*® & (Z/4Z)* & (Z/2Z)*°.

Kawauchi [219, s. 161] bez uzasadnienia postanawia nie przytoczyé¢ dowodu tego faktu, ale
opowiada krétko, jaka jest idea przewodnia i odsyta wprost do pracy Levine’a. Na dalszych
stronach jego pracy przegladowej pojawiajg sie jakies$ formy kwadratowe oraz uogdlnienia
wszystkiego do zgodnosci splotéw, ale wracamy nocnym pociggiem i zaraz u$niemy...

Wezty taSmowe
Definicja 7.8.20 Wezel K = f[S'] bedacy brzegiem osobliwego dysku f: D — S*
posiadajacego wlasnosé: kazda przecinajaca siebie sktadowa jest tukiem A C f(D?), dla

ktérego f~'[A] sktada si¢ z dwéch tukéw w D? (jeden z nich jest wewnetrzny), nazywamy
tasmowym.

Jak pisze Kawauchi, mamy oczywiste wynikanie:

Fakt 7.8.21 Kazdy wezel tasmowy jest plastrowy.

Dawno temu Fox [226, problem 1.33] zapytal, czy implikacja odwrotna jest prawdziwa:
Hipoteza 7.8.22 (slice-ribbon problem). Czy kazdy wezet plastrowy jest taSmowy?

Wprawdzie Lisca [270] pokazal prawdziwo$¢ hipotezy dla wezléw dwumostowych, za$
Greene oraz Jabuka [173] zrobili to dla precli o trzech pasmach; ale Gompf, Scharlemann
i Thompson [164] zasugerowali potencjalny kontrprzykiad. Nie mozemy przytoczy¢ tu tego
kontrprzykiadu, gdyz korzysta z rozmaito$ci szwowych, opisanych w [219, s. 53-59].

Teichner mysli® o hipotezie plastrowo-tasmowej jako o zyczeniu, ktére uproscitoby pewne
czterowymiarowe problemy, gdyby byto prawdziwe.

8Patrz https://mathoverflow.net/a/18154.
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A. Tablice weztéw pierwszych

A.1 Wartosci niezmiennikow

Ta sekcja zawiera dwie tabele, zacznijmy od opisu drugiej. Przedstawia ona wezly pierwsze o co
najwyzej dwunastu skrzyzowaniach oraz wartoéci ich niezmiennikéw (catkowitoliczbowych
lub wielomianowych). Zgodnie z oznaczeniami przyjetymi w reszcie ksigzki, u, b, br to kolejno
liczba gordyjska, warkoczowa i mostowa. Zapis 2..3 méwi, ze doktadna warto$¢ nie jest znana
ilezy w przedziale [2, 3]. Jesli liczba mostowa wynosi dokladnie 2, zamiast niej podajemy
nieskracalny utamek p/q, ktéry koduje wezel. Dalej, det jest wyznacznikiem, o sygnaturg.
Wielomian Conwaya V(z) dla oszczednosci miejsca podajemy jako ciag wspétezynnikéw, na
przyklad 1 — 1 jest skrétem od 1 — 22. Ostatnia kolumna méwi, czy wezet alternuje.

Pierwsza tabela stanowi podsumowanie drugiej: méwi, ile réznych wartosci przybiera
dany niezmiennik wsréd wezléw o danej liczbie skrzyzowan. Jak widaé, wielomian Conwaya
radzi sobie najlepiej, ale nie doskonale. Dane pochodzg z portalu KnotInfo [277] (zalozonego
w 2004 roku przez Charlesa Livingstona, do ktérego dotaczyt wkrétce Jae Choon Cha. W 2019
roku w rozwoju strony zaczeli bra¢ udzial jeszcze Allison Moore oraz Eric Ost), gdzie znalez¢
mozna opisy wszystkich niezmiennikéw z tabeli oraz wiele wiecej danych, gorgco zachecamy
do odwiedzin tej strony internetowej.

Tabela pierwsza podsumowuje tabele druga:

naizwa u b br det o v symetria  alt. all
I
4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
s o221 2z 211 2
6 1 2 1 3 2 3 2 1 3
A A A
8 3 3 2 16 5 21 3 2 21
A
10 5 4 2 56 7 150 4 2 165

12 10 5 3 167 8 1513 5 2 2176
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Tabela druga zawiera warto$ci niezmiennikéw:

o

nazwa u br det

q
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947 1—14+2+1 odwracalny

w
~
w
o
a
|
W~

949 1+6+3 odwracalny

102

w
w

|

23/ 23 -6 1+42-5-5—-1 odwracalny tak

104 2 5 T,y 27 2 1-5-3 odwracalny ~ tak

106 3 4 e 37 —4 1-1-6-2 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

10 2 4 % 29 —4 1-3-7-2 odwracalny tak

1010 1 5 Y, 45 0 1+1+3 odwracalny tak

1012 2 4 Y. a7 2 1+4+6+2 odwracalny ~ tak

1014 2 4 57/22 57 —4 1+2—-4-2 odwracalny tak

1016 2 5 47/33 47 -2 1—4—4 odwracalny tak

1015 1 5 %, 55 -2 1-2-—4 odwracalny tak

1020 2 5 3% 35 =2 1-3-3 odwracalny tak

1022 2 4 Y, 49 0 1—-4-6-2 odwracalny ~ tak

1024 2 5 5%, 55 -2 1-2-—4 odwracalny tak

1026 1 4 Sy, 61 0 1-3-5-2 odwracalny tak

1028 2 5 5 53 0 1+3+4+4 odwracalny tak

1030 1 5 T 67 -2 1+1—4 odwracalny tak

1030 1 4 Y 69 0 1-1-4-2 odwracalny tak

1034 2 5 . 37 0 1+3+3 odwracalny tak

1036 2 5 Yo 51 —2 1+1-3 odwracalny tak

103s 2 5 Y 59 -2 1-1-—4 odwracalny tak
10 2 4 %, 61 4 141-4-2  odwmaly wk
1040 2 4 T 75 2 1+34+4+2 odwracalny tak
a2 5 Ty L -2 1-2-141  odwmaly  wk
1042 1 5 8y 81 0 14+04+1—1 odwracalny tak
Sl 25 Th 730 14241-1 calbowide  wk
1044 1 5 %o 79 -2 1+40-141 odwracalny tak

1046 3 3 3 31 —6 1+0-6-5—-1 odwracalny tak

1045 2 3 3 49 0 1+44+8+5+1 odwracalny tak

1050 2 4 3 53 —4 1-1-5-2 odwracalny tak

1052 2 4 3 59 -2 1+3+5+2 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

1054 2.3 4 3 47 2 1+4+6+2 odwracalny tak

1056 2 4 3 65 —4 1+0—-4—-2 odwracalny tak

1058 2 6 3 65 0 1—-4+3 odwracalny tak

1060 1 5 3 85 0 1—-14+1-1 odwracalny tak

1062 2 3 3 45 4 1+54+8+5+1 odwracalny tak

1064 2 3 3 51 -2 1-3—-8-5-1 odwracalny tak

1066 3 4 3 75 —6 1+7+9+3 odwracalny tak

1068 2 5 3 57 0 1+24+4 odwracalny tak

1070 2 5 3 67 2 1-3-1+1 odwracalny tak

1072 2 4 3 73 —4 1+2-3-2 odwracalny tak

1074 2 5 3 63 —2 14+0-—4 odwracalny tak

1076 2.3 4 3 57 —4 1-2—-5-2 odwracalny tak

107g 2 5 3 69 —4 1+3+1-1 odwracalny tak

10g0 3 4 3 71 —6 1+6+9+3 chiralny tak

10s2 1 3 3 63 —2 1+0—-4—-4-1 chiralny tak

1084 1 4 3 87 —2 14+24+3+2 chiralny tak

10s6 2 4 3 85 0 1-1-3-2 chiralny tak

10ss 1 5 3 101 0 1—-1+2-1 -zwierciadlany  tak

1090 2 4 3 77 0 1-3—-4-2 chiralny tak

1092 2 4 3 89 —4 1+2—-2-2 chiralny tak

1094 2 3 3 71 —2 1-2—-5—-4-1 chiralny tak

1096 2 5 3 93 0 1-3+1-1 odwracalny tak

1098 2 4 3 81 —4 1+0—-3-2 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

10100 2.3 3 3 65 4 1+4+5+4+1 odwracalny tak

10102 1 4 3 73 0 1—-2—-4-2 chiralny tak

10104 1 3 3 77 0 1+14+54+4+1 odwracalny tak

10106 2 3 3 75 -2 1—-1-5—-4-1 chiralny tak

10108 2 4 3 63 -2 1+0+4+2 odwracalny tak

10110 2 5 3 83 -2 1-3—-2+1 chiralny tak

10112 2 3 3 87 2 1+2—-1-3-1 odwracalny tak

10114 1 4 3 93 0 1+1-2-2 odwracalny tak

10116 2 3 3 95 2 1+0—-2—-3-1 odwracalny tak

10118 1 3 3 97 0 1+04+2+3+1 -zwierciadlany ~ tak

10120 3 5 3 105 —4 1+6+38 odwracalny tak

10122 2 4 3 105 0 1+2—-1-2 odwracalny tak

107124 4 3 3 1 -8 1+8+14+7+1 odwracalny nie

10126 2 3 3 19 2 1+5+4+1 odwracalny nie

10108 3 4 3 11 —6 1+74+9+2 odwracalny nie

10130 2 4 3 17 0 1+4+2 odwracalny

10132 1 4 3 5 0 1+3+1 odwracalny

10134 3 4 3 23 —6 1+6+8+2 odwracalny nie

10136 1 4 3 15 2 14+0—-1 odwracalny

10138 2 5 3 35 —2 1-3+1+1 odwracalny nie

10140 2 4 3 9 0 1+2+1 odwracalny

10142 3 4 3 15 —6 1+8+9+2 odwracalny nie

10144 2 4 3 39 -2 1-2-3 odwracalny nie
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nazwa u b br det o v symetria

10146 1 4 3 33 0 1+0+2 odwracalny

10148 2 3 3 31 2 1+4+3+1 chiralny

10150 2 4 3 29 —4 1+1-2-1 chiralny

10152 4 3 3 11 —6 1+74+134+7+1 odwracalny

10154 3 4 3 13 —4 1+5+6+1 odwracalny

10156 1 4 3 35 2 1+1+2+1 odwracalny

10158 2 4 3 45 0 1-3—-2-1 odwracalny

10160 2 4 3 21 —4 1+3-2-1 odwracalny

10162 2 4 3 35 2 1-3-3 odwracalny

10164 1 4 3 45 0 1+1+3 odwracalny

1lay 2 5 3 127 -2 1+04+0+2 odwracalny tak

1lag 2 4 3 115 2 1+41-3-3-1 chiralny tak

1las 2 6 3 125 0 1-3+43-1 odwracalny tak

1lar 2 4 3 95 2 1+40-2-3-1 odwracalny tak

1lag 2 4 3 65 —4 1+04+0+3+1 odwracalny tak

1la1: 1 5 3 113 0 1+0—-1-2 odwracalny tak

1lais 2 6 Y 61 0 1-34+3 odwracalny tak

1lais 2 4 3 107 2 1-1-3-3-1 chiralny tak

1lair 2 6 3 123 -2 1-1-4+41 chiralny tak

1laig 2 4 3 155 —2 1-1-2-2-1 chiralny tak

1las 2 6 3 75 -2 1-1-5 odwracalny tak

1lass 2 5 3 103 -2 1+24+2+2 odwracalny tak

1lass 2 4 3 155 —2 1-1—-2—-2-1 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

1lasy 2 5 3 143 2 1+0—-1+2 chiralny tak

n
ut
w

1laszg 115 2 1-34+0+2 chiralny tak

L)
(S
w

1laszy 125 —4 1+1-4-3 odwracalny tak

N
'S
w

1lass 95 2 1+0-2—-3-1 odwracalny tak

—_
'S
w

1laszs 121 0 1+2+4+3+1 odwracalny tak

n
(S
w

1lazy 93 0 1-3-3-2 odwracalny tak

n
[
w
fuy
[}
—_
[}

1laszg 1-1-6-3 odwracalny tak

_
o
w
-
-
S}
|
N

1la41 1+14+14+2 odwracalny tak

w
ot
'S
—
w
at
|
(=2}

1laqs 1+6+9+4 odwracalny tak

110,45 2..

w
=
w
®
3
|
N

1-2-6 odwracalny tak

]
N
~

1laqr 117 0 1+3+4+3+1 odwracalny tak

w
ut
w

1laqg 2.. 105 —4 1+2—-5-3 chiralny tak

[\~
[}
w

1lasy 115 2 1+1-3+1 odwracalny tak

110,53 2..

w
N
w
©
3
IS

1+40—-2+2+1 chiralny tak

[V}
Iy
w
=1
=
V)

1lass 1+24+0-3-1 odwracalny tak

[\~
N
~
g
V)

1lasy 1+1-2-3-1 odwracalny tak

[
[}
&
o
@

1lasg 43 —2 1-1-3 odwracalny tak

[\
[}
w

1lag1 103 —2 1+2-6 odwracalny tak

110,63 2..

w
ot
w
el
w
I

1+5—-1-2 odwracalny tak

)
o)
3
58
M
o
o
o

1lags 1+3-3 odwracalny tak

[
ut
w

125

o

1lag7? 1+140-—2 chiralny tak

=
ut
w

1lagg 141 0 1+141-2 chiralny tak

1la7y 1 4 3 159 -2 1+0-2-2-1 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

1lars 1 4 3 177 0 1+0—-1+1+1 odwracalny tak

1lazs 2 5 8. 83 -2 1-3+2+2 odwracalny ~ tak
1larr 1 5 BYy.o131 2 1+14+0+2 odwracalny ~ tak

1larg 2 4 3 143 2 1+0—-1—-2-1 chiralny tak

1lasgy 2 4 3 127 -2 1+04+0—-2-1 chiralny tak

1lasgs 2.3 4 3 113 —4 1+44+4+3+1 odwracalny tak

1lasgs 2 5 7. 107 -2 1+3+2+2 odwracalny ~ tak

1lagy 2 5 3 121 0 1-2—-1-2 odwracalny tak

1lasge 2 5 MY, 119 -2 1—-2+0+2 odwracalny ~ tak

1lagy 1 5 129, 129 0 14+0+0—2 odwracalny tak

1lags 2 5 9%, 93 0 141-2-2 odwracalny tak
1lags 2 5 "3, 73 —4 14+64+6 odwracalny tak

1lagr 2 5 3 71 —2 1-2+4+34+2 odwracalny tak

1lagg 2 4 3 135 —2 1-2—-1-2-1 odwracalny tak

1laion 1 5 3 167 -2 1+2+2+3 chiralny tak

1la1o03 2 6 3 81 0 1—4+4 chiralny tak

1la1o0s 2.3 5 3 109 —4 1+1-5-3 odwracalny tak

1laio7 2 5 3 111 —2 14+0+1+2 odwracalny tak

1la1o09 2 4 3 117 0 14+34+4+3+1 odwracalny tak

1lain 2 5 0% 103 -2 1+2+242 odwracalny tak

1laii3 2 4 3 109 4 1+1—-1+2+1 chiralny tak

1lai1s 2 5 3 121 0 1-2-5-3 chiralny tak

1laii7 2 5 Yy, o117 -4 1+3+0-—2 odwracalny ~ tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

1laiig 2 6 77/34 77 0 1-34+4 odwracalny tak
1laia; 16 M%, 119 2 1+2-3+1 odwracalny tak

1lai23 3 5 3 117 —4 1+7+9 odwracalny tak

1lai2s 2 4 3 175 -2 140-3—-2-1 chiralny tak

1laj27 2 4 3 137 —4 142414241 chiralny tak

1lai29 2 4 3 113 4 1+0—-14+2+1 chiralny tak

1la131 2 4 3 131 2 1+14+40—-2-1 chiralny tak

1la133 2 [ 3 79 -2 1+0-5 odwracalny tak

1la13s 2 5 3 153 0 1—-24+1-2 odwracalny tak

1laisy 2.3 5 3 111 2 1—440+2 chiralny tak

1la139 1 4 3 99 -2 1+1-2-3-1 odwracalny tak

1lai41 2 5 3 103 2 1—-241+2 chiralny tak

1lai43 2 5 3 89 4 1+6—-1-2 odwracalny tak

1lai4s 2 6 %, 83 2 1+5—4 odwracalny tak

1laisr 2 4 3 151 -2 1+42-1-2-1 chiralny tak

1laise 1 5 3 127 -2 1+0+0+2 chiralny tak

1lai51 2 4 3 127 2 1+44+1-2-1 chiralny tak

1lais3 2 5 3 89 0 1+2—-2-2 odwracalny tak

1laiss 2 5 3 171 2 1+3+2+3 odwracalny tak

1lais7 2 4 3 135 2 1+24+0—-2-1 chiralny tak

1laisg 2 6 M 111 —2 140—3+1 odwracalny tak

1laie1 2.3 5 3 57 4 1+2—-4-2 odwracalny tak

1llaies 2 4 3 119 -2 1+24+1-2-1 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

1laies 2 5 3 81 0 1+0-3-2 odwracalny tak

1laie7 1 5 3 113 0 1+0—-1-2 chiralny tak

1laigo 2 5 3 121 0 1+2+0—-2 chiralny tak

1lai71 2 4 3 183 —2 1+424+1-1-1 odwracalny tak

1lai7s 2 5 3 135 -2 1+2+0+2 odwracalny tak

1lai7s 2 4 0% 105 0 1+2+3+3+1 odwracalny ~ tak

1lay77 2 4 o7 97 —4 1+44+3+3+1 odwracalny tak
21

1lai7g 2 4 57 57 —4 1-2-14+3+1 odwracalny tak
20

1laig: 2 5 3 99 —2 1—-34+1+2 odwracalny tak

1laiss 2 5 M. 115 2 1+1+1+2 odwracalny ~ tak

1laiss 2 5 199, 109 0 141-1-2 odwracalny tak

1laig7 1 5 3 117 0 1-1-1-2 chiralny tak

1—-14+1+4+2+1 chiralny tak

14+9+413+14 odwracalny tak

1+0+2+2 odwracalny tak

1-1+43 odwracalny tak

|

1laig7 2.3 5 3 143 —2 1+4+4+3 odwracalny tak

1laigg 2 5 3 99 2 1-3+1+4+2 chiralny tak

1lazo01 2 6 3 81 0 1—4+4 chiralny tak

1lasos 3 4 %, 63 —6 1+444+1-3—-1 odwracalny tak

1lasos 2 5 O 91 2 1—-14242 odwracalny tak

1laz07 2 5 5 85 4 147—-1-2 odwracalny tak

11laz09 1 6 3 141 0 1-3+4-1 chiralny tak
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a
o
o
=

nazwa det o v symetria alt.

no
[=2]
B
=3
M

1lasz11 67 2 1+5—-3 odwracalny tak

n
ut
w

1lazis 145 —4 1+4—-2-3 chiralny tak

N
'S
w

1lazis 133 —4 1+34+1+2+41 odwracalny tak

N
'S
w

1lazi7 139 2 1+34+0-2-1 chiralny tak

n
[}
w

1lasz1g 87 2 1+6—4 odwracalny tak

N
'S
w

1laz21 79 2 1+44+0-3-1 odwracalny tak

w
=~
w

1lazz2s 75 —6 1+34+0-3-1 odwracalny tak

n
ut

1lagss 5% o 53 4 1+3—-4-2 odwracalny tak

w
'S
w

1lasaer 143 —6 14+8+413+5 odwracalny tak

1lasz29

N
o
=
IS
w

71 -2 1+2—-4 odwracalny tak

]
N
~
g

1lass1 2 141-2-3-1 odwracalny tak

[
~
w

1lazzs 173 0 1+414+3+2+4+1 chiralny tak

w

1lagss 4 Y 71 -6 1410414 +4 odwracalny tak

w
ot
w
©
w
|
S

1lazzy 1+9+8 odwracalny tak

[V}
Iy
w

1lassg 195 -2 1+14+40—-1-1 odwracalny tak

w
i
w
©
at

1laga1 —6 1+8+12+4 odwracalny tak

o
<)
3
I
©

1lazss 69 —4 1+74+6 odwracalny tak

w
I
w
=1
ot
|
(=2

1lazss 1+74+9+3 odwracalny tak

-
[N
°
9
=t
—
©
|
N

1lasqgr 1+5 odwracalny tak

[\
ut
w

117

(=)

1lazag 1-1-1-2 odwracalny tak

)
i
w

133

o

1laszs1 1-140+2+1 chiralny tak

1lasss 2 4 3 133 0 1-140+2+1 chiralny tak

1laszss 1 4 3 143 2 1+40—-1—-2-1 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

1lass7 1 4 3 97 0 1+0+2+3+1 odwracalny tak

1lazsg 3 4 3 79 —6 1+44+0-3-1 odwracalny tak

1laze1 2 4 3 129 4 140404241 chiralny tak

1laszes 4 4 4 81 -8 14+8+15+10+2 odwracalny tak

1lases 2 5 3 109 0 1+1—-1-2 chiralny tak

1lazer 1 4 3 191 2 1+404+0-1-1 chiralny tak

1lageg 2 4 3 151 -2 1-2-2-2-1 chiralny tak

1lag7y 2 5 3 171 —2 1—14+1+4+3 odwracalny tak

1lag7s 2 5 3 159 2 1+0+2+4+3 chiralny tak

1lag7s 2 5 3 129 —4 1+4-3-3 chiralny tak

1lag77 2 4 3 135 —2 1-2—-1-2-1 odwracalny tak

1lasz7g 2 5 3 91 —2 1-14+6+3 odwracalny tak

1lasggy 2 4 3 155 —2 1-1-2-2-1 odwracalny tak

1laszss 1 5 3 147 2 1+14+3+3 chiralny tak

1laszss 2 5 3 161 0 14+0+2—-2 odwracalny tak

1laszg? 1 4 3 181 0 1-1-141+1 chiralny tak

1lazgg 1 4 3 145 0 1+0+1+4+2+1 chiralny tak

1lazg1 3.4 4 3 99 —6 14+9+16+5 odwracalny tak

1laszgs 2.3 4 3 81 4 1+44+2+3+1 odwracalny tak

1laszgs 2 5 3 109 4 1+5—-4-3 chiralny tak

1laszg7 2 5 3 175 2 1+0-3+2 odwracalny tak

1laszg9g 2.3 5 3 97 —4 1+8+8 chiralny tak

1lasop1 2 4 3 199 2 1+24+0—-1-1 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

1laszos 2 5 3 149 0 1-1-3-3 chiralny tak

1laszos 2 4 3 135 2 1+24+0—-2-1 odwracalny tak

1lasor 1 5 %%, 83 2 1+1+3+2 odwracalny tak

1laspg 2 5 93/25 93 —4 1+5—-1-2 odwracalny tak

1laziy 1 6 79/61 79 -2 14+4—4 odwracalny tak

1laz13 2 6 3 77 0 1+1+5 odwracalny tak

1lasz1s 2 4 3 157 0 1+1+4+24+2+1 chiralny tak

1lazy7 2 5 3 125 0 1+1—-4-3 odwracalny tak

1lazig 3.4 4 3 119 —6 14+10+15+5 chiralny tak

1lagor 2 5 3 121 4 1+6-3-3 odwracalny tak

1lasz2s3 2 5 3 83 2 1+14+3+2 chiralny tak

1laszes 2 6 3 95 2 14+0—-6 odwracalny tak

1lazar 2 5 3 187 -2 1+3+1+3 odwracalny tak

1laszag 2.3 5 3 145 —4 1+8+11 odwracalny tak

1lass1 2 5 3 115 2 1+14+1+4+2 chiralny tak

1lasss 2 6 %, 65 0 14+0+4 odwracalny tak

1lasss 3 4 T, 75 —6 14+11+14+4 odwracalny tak
1lassr 3 5 5, 8 -4 1+10+8 odwracalny ~ tak
1lassg 3 4 5%, 5 -6 1+10+11+3 odwracalny ~ tak

1laza: 3 5 Sy 61 —4 149+6 odwracalny tak

1lasas 2 6 Y, 31 —2 1+8 odwracalny tak

1laszys 1 6 3 91 -2 1+3-5 chiralny tak

1lasqr 2 5 3 111 —2 1+0+1+2 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

1laszqo 2 5 3 155 -2 1—-1—-2+2 odwracalny tak

1lassy 1 4 3 165 0 1—-1—-2+1+1 odwracalny tak

1+11+15+5 odwracalny tak

1+13+22+12+2 odwracalny tak

|

1+11+13+4 odwracalny tak

—4 1+11+6 odwracalny tak

1lase1 3..4 5 3 69 —4 1+11+7 odwracalny tak

30 35 —2 149 odwracalny tak

1lases 4 4 S 51 -6 1+13+16+4 odwracalny ~ tak

1laser 5 2 Y 11 —10 14154+354+28+9+1 odwracalny tak

11ng 2 5 3 57 —4 1+2—-4-2 odwracalny

11ng 2 4 3 49 0 1+0-1-1 chiralny

11ng 2 5 3 17 0 1+0-3-1 chiralny

1lng 2 4 3 53 4 1+434+0—-1 chiralny

11n19 2 4 3 65 4 1+44+1-1 chiralny

11nio 1 4 3 13 0 1+1+4+1 odwracalny

11n14 2 4 3 45 4 1+54+0-—1 odwracalny

11nie 2 5 3 37 —4 1+3—-5-2 odwracalny

11n1s 1 5 3 33 0 1+0+2 odwracalny

11ngg 1 5 3 23 2 1—-2-2 odwracalny

11nos 1 4 3 55 -2 1+24+1+1 chiralny

11lnsoy 2 4 3 23 -2 1+2+3+1 chiralny

11lnse 1 4 3 41 0 1+2—-1-1 chiralny nie
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nazwa u b br det o v symetria alt.

11nsg 1 5 3 21 0 1—-1+4+1 odwracalny nie

11nszo 2.3 5 3 33 —4 1+0—-6-—2 odwracalny nie

11nszs 2 5 3 69 0 1—-14+0-1 chiralny nie

11nszg 1 4 3 1 0 1 chiralny nie

11nsze 2 4 3 67 -2 1+1—-4—4-1 chiralny nie

11nss 1 4 3 3 -2 1-3-1 odwracalny nie

11n40 2 4 3 79 -2 1+4+4+2 chiralny nie

11ngo 1 4 3 1 0 1 chiralny nie

11ngq 2 4 3 67 -2 1+1—-4—4-1 chiralny nie

11ng4e 2 4 3 79 -2 1+4+4+4+2 chiralny nie

11ngs 1 4 3 29 0 1-3-3-1 odwracalny

11nso 1 4 3 25 0 1+24+2 chiralny

11nss 1 4 3 59 -2 1-14+0+1 odwracalny nie

11nsy 1.2 4 3 43 -2 1+3+2+1 odwracalny nie

11nse 1 4 3 35 —2 1+14+2+1 odwracalny nie

11nsg 2 4 3 35 2 1+14+2+1 odwracalny nie

11ngo 1.2 4 3 31 —2 1+40—-6—-5—1 odwracalny nie

11ne2 1 5 3 33 0 14+0+2 odwracalny

11neq 2 5 3 21 —4 1-1-7-2 odwracalny

11nes 2 4 3 75 —2 1—-1—-1+1 odwracalny nie

11nes 2 5 3 63 -2 14+0—4 chiralny

11nz7g 2 4 3 13 —4 1-3—-4-1 odwracalny

11n7s 2 4 4 81 —4 1+40-3-2 odwracalny nie
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nazwa u b br det o v symetria

11lnry 2 4 4 9 0 1+24+1 odwracalny

11lnre 3 4 4 45 4 1+5+8+5+1 odwracalny

11lnrg 2.3 4 4 45 —4 1+54+8+5+1 odwracalny

11ngo 2 5 3 15 2 1+0-5—-1 chiralny

11lngs 1 4 3 19 -2 1+1+3+1 odwracalny

11lngy 1 4 3 35 2 1+1-2 odwracalny

11lnge 1 4 3 33 0 1+0-2-1 odwracalny

11ngg 3 4 3 11 —6 1+3—-4—-5—-1 odwracalny

11ngg 2 5 3 41 —4 1+2—-5-2 odwracalny

11ngs 2 4 3 15 2 1+0+3+1 odwracalny

11ngy 1.2 4 3 57 0 1+24+0-1 odwracalny

11nge 1 4 3 7 —2 1+2+4+1 odwracalny

11ngg 2 4 3 69 0 1+3+1-1 odwracalny

llnloo 1 5 3 45 0 1-3 —+ 2 chiralny

11n102 1.2 5 3 3 2 1-3-1 odwracalny

11n104 3 4 3 3 —6 1+41—-4—-5-1 odwracalny

11n106 2 4 3 27 2 1+3+3+1 odwracalny

11n108 2 4 3 73 4 1+6+2—-1 chiralny

11n110 1 4 3 41 0 1-2-2-1 chiralny

11ni12 1.2 4 3 55 —2 1+2+1+1 odwracalny

11n114 1 5 3 53 0 1-1+3 chiralny

11n116 1..2 5 3 1 0 1—-4-1 chiralny

11ni1s 2 4 3 21 —4 1+3—-2-1 odwracalny nie
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nazwa u b br det o v symetria alt.

11n120 1.2 4 3 47 -2 140-3—-4-1 chiralny nie

11n122 1..2 4 3 27 2 1—-1-—-2 chiralny

11ni24 1 5 3 59 -2 1-14+0+1 chiralny nie

11n126 3 4 3 27 —6 1+7+12+3 odwracalny nie

11n128 1..2 4 3 43 -2 1—-14+1+1 chiralny nie

11n1so 1 4 3 53 0 1-1-1-1 chiralny

11n132 2 4 3 25 0 1+2+2 chiralny

11n134 1 4 3 47 2 1+0-3 chiralny

11n136 3 4 3 63 —6 1+8+10+3 odwracalny nie

11lniss 1.2 4 3 15 -2 1—-4-2 odwracalny

11n140 2 5 3 51 2 1+5—-2 odwracalny

11n142 1.2 5 3 33 0 1—4+1 odwracalny

11n144 2 4 3 65 —4 14+44+1-1 odwracalny nie

11n146 2 4 3 63 -2 1+44+1+1 odwracalny nie

11n14s 3 4 3 75 -2 1+34+0-3—-1 odwracalny nie

11n150 2 5 3 75 —2 1—-1+3+2 odwracalny nie

11nis2 1 4 3 23 -2 1—-2—-2 odwracalny

11n1s4 1 4 3 79 -2 1+40—-1+1 chiralny nie

11n156 1 4 3 s 0 1+14+1-1 odwracalny nie

11niss 2 4 3 45 —4 1+14+3+4+1 odwracalny nie

11n160 1.2 4 3 67 -2 1+14+0+1 chiralny nie

11n162 1.2 5 3 55 -2 1+2-3 odwracalny

11n164 2 4 3 45 —4 1+41—-1-1 odwracalny nie
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nazwa u b br det o v symetria

11n166 1.2 4 3 59 -2 1—-1—-4—-4-1 chiralny

11nies 2 5 3 75 -2 1+340+1 odwracalny

11n170 2 5 3 63 2 1+4-3 odwracalny

11nq72 1.2 4 3 49 0 1+0-1-1 chiralny

11nq74 2 4 3 97 —4 144—-1-2 chiralny

11ni76 1 4 3 63 2 1+404+0+1 chiralny

11ny7s 2 4 3 95 -2 1+44+3+2 odwracalny

11nisgo 3..4 4 3 55 —6 14+10+11+3 odwracalny

11nig2 1.2 4 3 93 0 1-34+1+3+1 odwracalny

11n1g4 1 4 3 87 -2 1+2+3+2 chiralny

12a; 1 5 3 213 0 1-14+1+1+1 chiralny tak

12ag 2 6 3 169 0 1-242-2 odwracalny tak

12a5 2 6 3 199 -2 1-2-1+43 chiralny tak

12a7 2 5 3 251 2 1-140+0-1 chiralny tak

12ag 2 6 3 119 -2 1—-24+0+2 odwracalny tak

12a11 2 5 3 165 4 1+3-1+1+1 chiralny tak

12a13 2 5 3 253 0 1+14+04+0+1 chiralny tak

12a15 2 5 3 253 0 1+14+04+0+1 chiralny tak

12a17 2 5 3 223 -2 1+40-2-1-1 odwracalny tak

12a19 1 5 3 191 2 1+404+0—-1-1 odwracalny tak

12a21 2 5 3 197 —4 1+3-3-4 odwracalny tak

12as3 2 6 3 189 0 1-3+3-2 chiralny tak

12ass5 1 6 3 185 0 1-243-2 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12as7 1 6 3 187 2 1+3-3+2 odwracalny tak

12a3z9 2 5 4 219 2 1-1—-2—-1-1 odwracalny tak

12a31 1 6 3 139 -2 1—-1—-1+2 odwracalny tak

12a33 2 5 4 189 0 1+14+0+1+1 odwracalny tak

12a35 2.3 5 3 177 —4 1+4—-4—-14 odwracalny tak

12a37 2.3 5 3 133 —4 1+3-3-3 odwracalny tak

12a39 2 5 3 187 2 1+34+1—-1-1 chiralny tak

12a41 2.3 4 3 185 4 1+6+94+7+2 chiralny tak

12a43 3 5 3 203 —6 1+74+13+6 chiralny tak

12a45 2.3 5 3 179 2 1+5+6+0—-1 chiralny tak

12a47 2.3 6 3 193 —4 1+441-3 chiralny tak

12a49 2.3 5 3 231 2 1+64+7+5 chiralny tak

12as51 2 6 3 189 0 1+5+5—-2 chiralny tak

12as53 3 5 3 175 —6 1+8+15+6 chiralny tak

12as55 3 5 3 155 —6 14+74+12+5 chiralny tak

12a57 2 6 3 177 0 1+0—-1-3 chiralny tak

12a59 2 5 3 259 —2 1+14+04+0-1 chiralny tak

12a61 1 5 3 179 —2 1+14+1-1-1 chiralny tak

12a63 2 5 3 259 —2 1+14+04+0-1 chiralny tak

12a65 2.3 5 3 179 2 1+54+64+0—1 chiralny tak

12a¢67 2 5 3 219 2 1-14+24+0-1 chiralny tak

12ag9 2 5 3 239 2 1+0+14+0-1 chiralny tak

12a71 2 5 3 207 -2 1+40+3+0—-1 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a73 1 6 3 211 -2 1+1-5+2 chiraln; tak
y

12a7s 2..3 5 3 205 —4 1+5—-6-—-5 chiralny tak

12a77 2 5 3 225 0 1+04+2+1+1 odwracalny tak

12a79 2 5 3 201 0 1—-240+1+1 odwracalny tak

12as1 2 6 3 159 -2 1+0—-2+2 odwracalny tak

12as3 2 6 3 205 —4 1+5+2-3 odwracalny tak

12ass 2.3 4 3 145 4 1+8+11+8+2 odwracalny tak

12ag7 2 5 3 175 2 14+44+2—-1-1 odwracalny tak

12ag9 2.3 5 3 167 2 1+64+7+4 chiralny tak

12a91 2 5 3 221 —4 1+1-2+4+0+1 chiralny tak

12a93 4 4 3 121 -8 1+10+22415+3 chiralny tak

12a95 2 6 3 195 —2 1+14+0+3 odwracalny tak

12a97 2.3 6 3 129 —4 1+8+10 odwracalny tak

12a99 2 5 3 217 0 14+24+2+1+1 odwracalny tak

12a101 2 5 3 229 0 1+34+3+1+1 chiralny tak

12a103 2.3 6 3 219 —2 1-1-2+3 odwracalny tak

12a105 3 5 3 131 —6 1+5+5—-1—-1 chiralny tak

12a107 3.4 5 3 239 —6 1+8+15+7 chiralny tak

12a109 2 6 3 149 0 1+34+2-2 chiralny tak

12a111 2 5 3 221 —4 1+41-240+1 chiralny tak

12a113 2 5 4 219 —2 1-1-2-1-1 odwracalny tak

12a115 2 5 3 229 0 1+3+3+1+1 chiralny tak

12a117 2.3 6 4 201 —4 1+2-3-4 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a119 2 5 4 189 —4 141404141 odwracalny tak

12a121 1 6 3 141 0 1+1+1-2 odwracalny tak

12a123 2 5 3 149 4 1—-1-3+1+1 chiralny tak

12a125 2..3 7 3 181 0 1-5+6-—-1 -zwierciadlany tak

12a127 2.3 6 3 159 -2 1—-44+1+3 chiralny tak

12a129 2 5 3 155 -2 14343-1-1 chiralny tak

12a131 2 5 3 227 2 1+1+24+0-—-1 chiralny tak

12a133 2 5 3 227 2 1+1+24+0-—-1 chiralny tak

12a135 2 6 3 175 2 1+0-3+2 chiralny tak

12a137 2 5 3 215 2 1-24+2+0-1 chiralny tak

12a139 2 5 3 257 0 1+0+0+0+1 chiralny tak

12a141 2 5 3 161 0 1+0—-2+1+1 odwracalny tak

12a143 4 4 3 85 -8 1+11+24+4+16+3 odwracalny tak

12a145 3.4 5 3 179 —6 14+94+15+6 odwracalny tak

12a147 2.4 4 3 109 4 14+9+13+9+2 odwracalny tak

12a149 2 5 3 199 -2 1+424+0-1-1 odwracalny tak

12a151 1 6 3 147 —2 1+1—-1+2 odwracalny tak

12a153 2.3 5 3 107 2 14+74+7+3 odwracalny tak

12a1s55 2 6 3 171 —2 1-1-3+2 chiralny tak

12a157 2 5 4 189 0 1+140+1+1 odwracalny tak

12a159 2 6 3 157 —4 1+54+3—-2 odwracalny tak

12a161 2.3 5 3 151 2 1+6+8+4 odwracalny tak

12a163 2 6 3 231 -2 1+2+2+4 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a165 2 6 3 105 —4 1+2—-1-2 odwracalny tak

12(1157 2..

N
=~
-~

153 4 1+6+114+8+2 odwracalny tak

12a169

no
o
5
o
w
'S
©
o

1+4+4+4 odwracalny tak

M
[=2]
w

197

(=)

12a171 1-14+0-3 odwracalny tak

fay
ot
w

169

(=}

12a173 1-2-24+1+41 odwracalny tak

N
[=2]
w

183

no

12a175 1-2-4+42 odwracalny tak

M
[=2]
w

12a177 171 2 1-1-3+4+2 chiralny tak

M
ot
w

12a179 135 -2 1+24+4—-1-1 odwracalny tak

12a181 2..

w0
~
w

165 0 1-5+5—-1 odwracalny tak

12a183 2..

w0
~
w

121 0 1-6+6 odwracalny tak

[\
ot
w

12a185 247 —2 1+24+14+0-1 chiralny tak

[\
[=2]
w

12a187 203 2 14+3—-4+2 chiralny tak

[\
ot
w

12a189 225 0 1+40—-24+0+1 chiralny tak

—
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w

12a191 263 2 1+24+0+0—-1 chiralny tak

12a193 2..

w
wt
w

105 4 1-2-6+4+1+1 odwracalny tak

w
w
IS

12a195 2. 141 4 1-3—-—4+1+1 odwracalny tak

¥
~
3
w\
N

12a197 69 0 1-5+3 odwracalny tak

12[1199 2..

w
ot
w

245 —4 1+3—-4-5 odwracalny tak

[
(=2}
w

12a201 157 0 1-3+1—-2 chiralny tak

[
ot
w

12a203 183 2 1-240—-1-1 odwracalny tak

w
IS
w

12a205 139 —6 1+43—-4—-7-2 odwracalny tak

12a207 2 5 3 159 -2 1+40+2-1-1 odwracalny tak

12a209 1 5 3 273 0 1+0+14+0+1 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a311 2.3 4 3 169 0 1+6+124+8+2 chiralny tak

12a213 2 5 3 247 -2 1-2404+0-1 chiralny tak

12a3215 2 5 3 195 2 1+14+0—-1-1 odwracalny tak

12a317 1 5 3 197 0 1-14+0+1+1 odwracalny tak

12a319 2 5 3 181 4 1+34+0+1+1 odwracalny tak

12a221 2 6 199, 169 0 1-2+2-2 odwracalny tak

12a323 2 6 3 189 0 1+1+4+0-3 odwracalny tak

12a325 2 5 3 227 2 1+1—-2—-1-1 odwracalny tak

12a227 2 5 3 245 —4 1+3—-4-5 chiralny tak

12a229 2 6 3 201 0 1—-244-2 odwracalny tak

12a231 2.3 5 3 213 —4 1+3—-6-5 odwracalny tak

12a233 2 5 3 249 0 1-2—-140+1 chiralny tak

12a235 2 5 3 175 -2 1+4+6+4 odwracalny tak

12a237 2 5 3 161 —4 1+0—-6-—4 odwracalny tak

12a239 2 6 87 —2 1-2-6 odwracalny tak

12a241 2 5 127 127 2 1+44+5+3 odwracalny tak

12a243 2 6 3%, 133 0 1-1+0-2 odwracalny ~ tak

12a245 2 5 3 225 0 1+04+2+1+1 odwracalny tak

12a247 2 6 %%, 163 -2 1+1-2+42 odwracalny ~ tak

12a249 2 6 3 151 2 1+2—-1+2 odwracalny tak

12a251 2 6 'Y, 159 -2 1+0-2+2 odwracalny  tak

12a253 2 5 3 161 —4 1+4-—-5—4 odwracalny tak

12a255 2 6 07, 107 -2 1+3-6 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a257 2 6 M9, 191 -2 1+0—4+2 odwracalny ~ tak

12a259 2 6 M, 115 -2 1-3+0+2 odwracalny ~ tak

12a261 1 5 3 241 0 140—-14+0+1 chiralny tak

12a263 2 6 3 203 -2 1—-1—-1+3 odwracalny tak

12a265 2 5 3 297 0 1—-24+24+0+1 odwracalny tak

12a267 2 5 3 223 -2 1404244 chiralny tak

12a3269 2.3 5 3 153 —4 1+2—-6-—-4 chiralny tak

12a271 2 5 3 185 0 1+240+1+4+1 chiralny tak

12a273 2 5 3 205 0 1+1—-3—-4 -zwierciadlany  tak

12a275 2 5 3 179 2 1+5+6+4 odwracalny tak

12a277 3 5 3 143 —6 1+8+13+5 odwracalny tak

12a279 2 6 3 169 0 14+24+3-2 odwracalny tak

12a9281 2 5 3 213 —4 1+34+2+14+1 odwracalny tak

12a283 2 5 3 223 2 1+04+2+0-1 chiralny tak

12a2s5 2 5 3 227 2 1-34+14+0-1 chiralny tak

12a287 1 5 3 243 2 1+14+1+0-1 chiralny tak

12a2s9 2.3 5 3 193 —4 1+4—-7-5 chiralny tak

12a291 2 5 3 153 0 1—-2—-7—-4 chiralny tak

12a293 3 5 3 227 —6 14941647 chiralny tak

12a295 3 5 3 207 —6 1+8+13+6 odwracalny tak

12a297 2.3 4 3 153 4 1+6+11+8+2 odwracalny tak

12a299 2 5 3 161 —4 1+0-2+4+1+1 odwracalny tak

12a301 1 6 3 221 0 1+14+2-3 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a303 16 ¥, 153 0 1+2+2-2 odwracalny  tak

12a305 2 5 3 167 -2 1+424+2-1-1 odwracalny tak

12a307 2 6 15, 157 0 1+1+2-2 odwracalny tak

12a309 1 6 3 245 0 1-14+3-3 chiralny tak

12a311 3 5 3 189 —4 1+5—-7-5 odwracalny tak

12a313 2 5 3 207 -2 14+44+4+4 chiralny tak

12a315 2.3 5 3 221 —4 1+1-6-5 chiralny tak

12a317 2 5 3 259 2 1+5+5+5 chiralny tak

12a319 3.4 5 3 183 —6 14+10+1947 chiralny tak

12a321 3 4 3 171 —6 1+3—-2—-6-2 chiralny tak

12a323 2 5 3 253 0 1+14+0+0+1 odwracalny tak

12a325 2 5 3 243 2 1+1+14+0-1 chiralny tak

12a327 3 5 3 175 2 1+4+6+4 odwracalny tak

12a329 2.3 5 3 141 —4 1+1—-7-4 odwracalny tak

12a331 2.3 5 3 177 4 1+440+1+1 odwracalny tak

12a333 2 5 3 241 0 1+0—-140+1 chiralny tak

12a33s5 2 5 3 271 -2 1+4+44+1-1 chiralny tak

12a337 2 6 3 259 -2 1+41—-4+3 chiralny tak

12a339 2 6 3 155 —2 1+3-9 chiralny tak

12a341 2 5 3 229 0 1-1-240+1 -zwierciadlany ~ tak

12a343 2 6 3 199 -2 1-2—-1+3 chiralny tak

12a345 2 6 3 105 —4 1+6+8 odwracalny tak

12a347 2 5 3 231 —2 1—-2+1+4 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a349 2 5 3 205 4 1+45—-24+0+1 chiralny tak

12a351 2 5 3 221 0 141424141 chiralny tak

12a353 2 5 3 187 -2 1+3+5+4 odwracalny tak

12a355 3 5 3 127 —6 1+8+14+5 chiralny tak

12a357 2 6 3 173 0 1+1-1-3 odwracalny tak

12a3s59 1 5 3 305 0 1+0—-1—-1+1 odwracalny tak

12a361 2 5 3 329 0 1-240-1+1 chiralny tak

12a363 2 5 3 229 4 1+3—-1+0+1 chiralny tak

12a365 2 4 3 131 2 1+1-4-7-2 chiralny tak

12a367 4 4 3 133 -8 1+11+234+15+3 odwracalny tak

12a369 3 3 3 67 6 14+94+18+17+7+1 odwracalny tak

12a371 2.3 4 3 97 4 1+8+12+9+2 odwracalny tak

12a373 3 5 3 147 —6 1+54+4—-1-—1 odwracalny tak

12a375 2.3 4 3 117 4 14+74+13+9+2 odwracalny tak

1+0—-2+0+1 chiralny tak

1+6+9+3 odwracalny tak

12a381 2.3 6 3 155 —2 1-54+1+3 odwracalny tak

1+4142-1-1 odwracalny tak

1+40+2-2 odwracalny tak

12a3s7 2 5 3 245 0 1-1—-140+1 chiralny tak

12a3s9 2 5 3 315 2 14+34+14+1-1 odwracalny tak

12a391 3.4 5 3 187 —6 14+11+194+7 odwracalny tak

12a393 2 5 3 261 —4 1+3—-3-5 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a395 2 5 3 183 2 1+6+6+4 chiralny tak

n
[}
w

12a397 205 —4 1+5+2-3 odwracalny tak

L)
(S
w

12a399 211 2 1+54+8+5 chiralny tak

n
[}
w

12a401 159 -2 1+0—-2+42 odwracalny tak

n
[
w

12a403 209 0 1+0+1-3 chiralny tak

n
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w

12a405 191 -2 1-4-1+43 chiralny tak

—_
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w

12a407 251 2 1+3-3+3 chiralny tak

w
'S
w

12a409 147 —6 1+454+0—-6—2 chiralny tak

N
=~
w

12a411 153 4 1+464+74+74+2 chiralny tak

[\
[S3
w

12a413 279 -2 142—-140-1 odwracalny tak

=
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w

12a415 249 0 1-2—-140+1 chiralny tak

]
ut
w

12a417 251 2 1-14+404+0-1 chiralny tak

[\~
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w

12a419 279 -2 1—-242+4+1-1 chiralny tak

120,421 2..

w
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w

133 —4 147410 odwracalny tak

w
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12a423 2.. 119 2 1+6+10+4 odwracalny tak

N
o
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>
4

12a425 81 0 1+4+6 odwracalny tak

N
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N
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12a427 0 1+40—-2+0+1 +zwierciadlany  tak

N
@
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@
|
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12a429 1+24+5+4 chiralny tak

120,431 3

=
w
w
N
=
o
|
[

1+9+417+8 chiralny tak
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12a433 1+5+1-3 odwracalny tak

[
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¥
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12a435 0 1+0—-24+0+1 catkowicie tak

12a437 2 6 M. 149 0 14+3+2-2 odwracalny tak

12a439 1 5 3 321 0 1+04+0—-1+1 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a441 2 5 3 199 -2 1424444 chiralny tak

12a443 2..3 6 3 125 —4 1+9+10 odwracalny tak

12a445 2 5 3 171 2 1+34+2—-1-1 odwracalny tak

1+240-2 odwracalny tak

12a449 2..3 6 3 187 2 1—-1—-4+2 odwracalny tak

12a451 1 5 3 243 -2 1+414140-1 chiralny tak

1-5—-4+1+1 odwracalny tak

12a455 1 5 3 239 2 1+04+1+0-1 chiralny tak

12a457 2 5 3 271 2 1+40—-1+0-1 chiralny tak

12a459 2 6 3 243 2 1+1-3+3 chiralny tak

12a461 2.3 5 3 233 —4 1+2—-5-5 chiralny tak

12a463 2 6 3 111 —2 1—-44+0+2 odwracalny tak

1—-4—-240+1 -zwierciadlany  tak

12a467 1 5 3 271 2 1+40—-14+0-1 chiralny tak

1+24+2+1+1 chiralny tak

catkowicie tak

1-5+4

12a473 2 5 3 289 0 1+404+2+0+1 chiralny tak

1+04+0+0—-1 chiralny tak

catkowicie tak

1-64+5—-1

12a479 2 5 3 257 0 1+404+0+0+1 chiralny tak

12a481 2.3 6 3 119 2 1-6—-1+2 odwracalny tak

12a483 1 5 3 335 2 1+40—-14+1-1 odwracalny tak

12a485 2 5 3 255 2 1+04+04+0—-1 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a487 2 5 3 263 2 1-2—-14+0-1 chiralny tak

12a489 2 6 3 211 -2 1-3-2+3 chiralny tak

12a491 2 6 3 177 0 1—4+4+2-2 odwracalny tak

12a493 2.3 5 3 171 -2 1-54+0—-1-1 odwracalny tak

12a495 2 4 3 245 —4 1+34+44+54+2 odwracalny tak

12a497 1 5 20%. 209 0 1+0+1+1+1 odwracalny tak

12a499 2 5 Y. 233 0 1+2+3+1+1 calkowicie tak

12a501 2 5 199 199 -2 1-2-1-1-1 odwracalny tak

12as503 2 5 3 135 -2 1-24+3-1-1 odwracalny tak

12a505 2 5 3 183 2 1+241-1-1 odwracalny tak

12a507 3 4 3 115 —6 1+1—-7—-8-2 odwracalny tak

12as509 1 4 3 219 -2 1-1-6-6-2 chiralny tak

12a511 2 4 1L 125 4 14+5+9+8+2 odwracalny tak

12as513 2 5 3 175 2 14+4+6+4 chiralny tak

12a515 2 5 3 177 0 1+0—-14+1+1 odwracalny tak

12a517 2 5 MY, 145 4 1+0-3+1+1 odwracalny ~ tak

12as519 3 4 MMLooo111 -6 144-6-8—2 odwracalny tak

12a521 2 5 My 113 —4 1+0-5+1+1 odwracalny tak

12a523 2 4 3 213 0 14+34+6+6+2 chiralny tak

12a525 2 6 3 141 0 1+14+1-2 odwracalny tak

12a527 2 4 3 197 —4 1+3+5+6+4+2 chiralny tak

12a529 2 6 3 189 0 1-3+3-2 chiralny tak

12a531 2 4 3 151 —2 1-2—-10—-8—-2 odwracalny tak



=

A.1 Wartosci niezmiennikéw 21

v symetria alt.

1+6+10+8+2 odwracalny tak

1+04+1-1-1 odwracalny tak

1+1-3+2 odwracalny tak

1+4-6-4 odwracalny tak

1-2-3+4+1+4+1 odwracalny tak

1+0-3+3 chiralny tak

1444844 odwracalny tak

12a547 2 5 3 233 —4 1+2-5-5 chiralny tak

12as549 2 6 Y 11 =2 1-4-38 odwracalny tak

12a551 16 0%, 103 -2 1+2-6 odwracalny ~ tak

12a553 2.3 4 3 205 —4 1+54+6+6+2 odwracalny tak

12a555 2 6 3 193 0 1+04+0-3 chiralny tak

12as557 2 6 3 107 —2 1-1-7 chiralny tak

12as59 1 5 3 211 -2 1+14+34+4 chiralny tak

12a561 3 5 3 225 -4 1+4+3+1+1 odwracalny tak

12as563 3 5 3 117 —4 1+3-8—4 chiralny tak

12as65 2 5 3 193 4 1+4+1+1+1 chiralny tak

12as67 2 4 3 249 0 1—-2—-1+4+2 odwracalny tak

12a569 3 5 3 153 4 1+6—-1+1+1 odwracalny tak

12as571 1 4 3 279 —2 1+2—-1—-4-2 chiralny tak

12as573 2 4 3 143 2 140-5—-7—-2 chiralny tak

12a575 3 5 3 183 —6 14+10+15+6 odwracalny tak

12a577 2 4 3 117 4 14+74+13+9+2 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12as79 15 YTY.oaTT 0 1+0—-1+1+1 odwracalny  tak

12ass1 2 5 M9 119 2 1+6+10+4 odwracalny tak

12a5s3 2 5 %Y. 161 0 1-4-3+1+1 odwracalny tak

12a5s5 16 Y, 181 0 1-1+3-2 odwracalny tak

12a587 3 4 3 175 —6 144—-2—-6-2 chiralny tak

12as589 2 4 3 185 4 1+64+94+7+2 chiralny tak

12a591 2 5 3 109 —4 1+1-5-3 odwracalny tak

12a593 2 5 3 181 0 1-1-5—-14 chiralny tak

12a595 2 6 139, 139 -2 1-1-1+42 odwracalny tak

12a507 2.3 6 %, 123 2 1-5—-1+2 odwracalny ~ rtak

12as599 2 4 3 209 4 1+44+64+642 chiralny tak

12a601 2 6 T, 127 -2 1+0-8 odwracalny ~ rtak

12a603 2 5 3 215 -2 1-24244 chiralny tak

12a605 2 4 3 155 2 1-1-6-7-2 chiralny tak

12a607 2 4 3 173 4 1+54+8+7+2 chiralny tak

12a609 2 5 3 223 2 14+44+7+5 chiralny tak

12a611 2 5 3 237 —4 1+54+0—4 chiralny tak

12a613 2 5 3 155 2 1+3+3+3 chiralny tak

12a615 3 5 3 243 —6 14+94+15+7 odwracalny tak

12a617 2 4 3 177 0 144484742 chiralny tak

12a619 2 6 3 95 -2 14+0—-6 chiralny tak

12a621 2 5 3 175 2 1+444+46+0—1 chiralny tak

12a623 2 5 3 189 —4 1+1—-4—-4 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a625 2 6 3 209 0 1+0+1-3 odwracalny tak

12a627 2 5 3 229 0 1—-1—-24+0+1 -zwierciadlany tak

12a629 2 5 3 297 0 1+24+3+0+1 odwracalny tak

12a631 1 5 3 225 0 1+0-2—-4 chiralny tak

12a633 2 5 3 219 -2 1+34+3+4 chiralny tak

12a635 1 6 3 201 0 1+2+1-3 chiralny tak

12a637 1 5 3 231 2 1+24+2+0-1 chiralny tak

12a639 2.3 4 3 199 -2 1+2—-4-6-2 chiralny tak

12a641 2.3 4 3 73 4 14+6+144+10+2 odwracalny tak

12a645 2.3 5 99, 99 2 14+54+1144 odwracalny tak

12a645 2 4 3 259 —2 1+41—-4—-5-2 chiralny tak

12a647 4 4 3 153 -8 14+10+20+14+3 odwracalny tak

12a640 2.3 5 27, 127 2 1+4+5-1-1 odwracalny ~ tak

12a651 2.3 5 %Y., 97 —4 1—4—-7T4+1+1 odwracalny tak

12a653 2.3 6 3 145 —4 1+8+11 odwracalny tak

12a655 2 5 3 159 2 14+44+7+4 chiralny tak

12a657 2 4 3 181 0 14+34+8+7+2 chiralny tak

12a659 3.4 5 3 263 —6 1+10+18+8 chiralny tak

12a661 2.3 5 3 193 —4 1+4—-3-4 chiralny tak

12a663 2 6 3 175 —2 1+0+1+3 odwracalny tak

12a665 2.3 6 3 195 —2 1-3-5+2 odwracalny tak

12a667 2.4 4 3 121 0 1+64+13+9+2 chiralny tak

12a669 2.3 5 3 67 2 1+54+9+3 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a671 2 4 3 173 —4 145484742 chiralny tak

N
S}
w
o
o
@
|
N

12a673 1-14+34+0-1 odwracalny tak

N
'S
w
N
o
©
|
=

12a675 1+4+6+6+2 chiralny tak

N
&)
w
—
3
o
|
N

12a677 1+4+6+4 chiralny tak

N
[}
w
oo
-
|
'S

12a679 1+8+7 odwracalny tak

12a681 2..

w
(S
w

145 —4 1-4—-441+1 odwracalny tak

w
[
w

12a6s3 117 —4 1-5—-6+1+1 odwracalny tak

n
ut
w

12a6s5 201 —4 1+42-3-—-4 chiralny tak

w
[
w

12a687 2.. 223 -2 1-4-3+4+3 chiralny tak

w
[}
w

12a6s9 2.. 123 -2 1—-5—-1+2 odwracalny tak

(]
-~
3
=3
N

12a691 7 0 1-74+3 odwracalny tak

w
ot
~

12a693 2.. 141 4 1-3—4+1+1 odwracalny tak

=
[S)]
w

12a695 275 -2 1+1-140-1 chiralny tak

=
ut
w

12a697 301 0 1+1—-1—-1+41 chiralny tak

N
[
w

12a699 261 0 1-14+404+0+1 chiralny tak

[V}
i
w

12a701 225 4 14+4+74+6+2 chiralny tak

N
[S)]
w

12a703 291 2 1+414+24+1-1 chiralny tak

[\
ut
w

12a705 309 0 1—-1-1-—-1+1 odwracalny tak

[\
[
w

12a707 269 0 1+1+140+1 chiralny tak

[\
ut
w

12a709 259 2 1+414+04+0-1 chiralny tak

)
ot
w
)
g
w

12a711 2 1+1+140-1 chiralny tak

12a713 2 4 9 139 -2 1-1-9-8-2 odwracalny tak

12a715 1 5 6% 169 0 1-2-6-4 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

1+6+114+9+2 odwracalny tak

M
ot
w

12a719 147 2 1+5+8+4 odwracalny tak

—
ot

12a721

171 2 1+34+6+4 odwracalny tak

w
~
3
¥
[=}

12a723 63 —6 1+4-7-9-2 odwracalny tak

w
ot
w

12a725 117 —4 1+3-8—-4 odwracalny tak

N
ot

12a727 157 —4 1+1-6—-4 odwracalny tak

fay
ot

12a729 167 -2 1+24+6+4 odwracalny tak

M
ot

12a731 105, 105 -4 1-2-10—4 odwracalny tak

N
o
3
¥
N

12a733 73 —4 1+2-7-3 odwracalny tak

S
=)
w
©
©
|
N

12a735 1+41-6 chiralny tak

N
IS
w

12a737 165 4 14+34+7+7+2 odwracalny tak

w
IS
w

12a739 147 —6 1+41-5-7—-2 odwracalny tak

120,741 2..

w
ot
w

237 —4 1+1-5-5 odwracalny tak

N
o
3
9
M

12a743 79 -2 1-4-6 odwracalny tak

[
[=2]

|

12a745 59 -2 1—-1—-4 odwracalny tak

[
ot
w
[V
=
=

2 1+14+3+0-1 chiralny tak

12a7a7

N
w
w
—
=~
<
N

12a749 1+4+8+4 chiralny tak

=
[=2]
w
=
D
—
(=)

12a751 1+404+2-2 chiralny tak

[
(=2}
w
&
o

12a753 1+3+6 chiralny tak

N}
IS
w
N
3
-
|
N}

12a755 1+40-5-5—-2 chiralny tak

N}
IS
w
—
=N
<@
|
N}

12a757 1+1-6-7-2 odwracalny tak

12a7s9 2 4 Oy 61 4 14+5+13+10+2 odwracalny tak

|

12a761 1 5 89, 139 2 1+3+8+4 odwracalny tak
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a
o
o
=

nazwa det o v symetria alt.

12‘1763 2..3

(o3
g
w\
[=]

97 —4 1+0-10—-4 odwracalny tak

—_
ut
w
[\
AN
3

12a765 0 1-1-3-1+1 chiralny tak

12(1767 2..

w
=)
w
—
S
@
|
N

1-1-38 odwracalny tak

n
[}
w
—-
[0}
=)
[}

12a769 1+1+4-2 chiralny tak

n
ut
w
[\)
—_
=)
M

12a771 14+3+74+5 odwracalny tak

12a773 1 6 91/20 91 -2 1-1-6 odwracalny tak
12a775 2 6 8, 87 -2 1-2-6 odwracalny ~ tak

n
ut
w

12a777 177 —4 1+40-540+1 chiralny tak

V)
[}
w

12a779 185 0 1+2+4-2 chiralny tak

=
[}
w

12a781 157 0 1+1+4+2-2 chiralny tak

]
[}
w

12a7g3 187 —2 1—1—-4+2 chiralny tak

]
ut
w

12a7gs5 285 —4 1+1—-2—-1+1 odwracalny tak

[\~
[}
w

12a787 117 0 1+3+8 odwracalny tak

w
I
w

12a7g9 2.. 109 0 1+5+12+9+2 odwracalny tak

12a791 2.. 63 2 14+44+9+3 odwracalny tak

w
S}
&
S
w

=
ut
w

12a793 285 0 1+1—-2—-1+41 odwracalny tak

w
ut
w

12a795 2.. 137 —4 1-2-8—-4 odwracalny tak

[
[}
&
o~
IS

12a797 83 -2 1-3-6 odwracalny tak

=
[}
w

12a799 175 -2 1+0—-3+2 odwracalny tak

N
N
'S

12ag01 3.. 135 —6 1-2—-9-8-2 odwracalny tak

Jun
=1

)

5
)
[
o

|

12as03 1-5 odwracalny tak

12as05 2 3 3 129 4 1+44+41—-6-5—1 odwracalny tak

12ag07 1 4 3 231 2 1+42—-2—-5-2 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12ag09 2 4 3 201 —4 1+24+1+5+2 odwracalny tak

12as11 4 4 3 145 -8 1+8+19+14+3 odwracalny tak

12ag13 4 4 3 125 -8 1+9+4224+15+4+3 chiralny tak

12as15 2.4 3 3 95 2 1+84+20+18+7+1 chiralny tak

12ag17 4 4 3 145 -8 1+8+194+14+3 chiralny tak

12as19 2 3 3 169 0 1+2—-1—-7-5-1 -zwierciadlany tak

12ag21 1 5 3 193 0 1+0—-4—-14 -zwierciadlany tak

12ag23 2 5 3 141 —4 1+1—-7—-4 odwracalny tak

12asg25 2.3 4 3 137 0 1+64+14+9+2 chiralny tak

12ag27 2.3 5 3 99 -2 1+5+114+4 odwracalny tak

12ag29 3 5 3 191 —6 1+444+1—-5—-2 chiralny tak

12as31 2 4 3 205 0 1+54+10+7+2 chiralny tak

12ag33 2 4 3 151 —2 142-5-7—-2 chiralny tak

12as35 2.3 3 3 71 2 14+64+17+174+7+1 odwracalny tak

12as37 2 4 3 145 0 14+44+10+8+2 odwracalny tak

12as39 3 4 3 83 —6 1+41-9-9-2 odwracalny tak

12as41 2.3 5 3 129 —4 1+0—-8—4 odwracalny tak

12ag43 2 5 3 85 —4 1-1—-7-3 odwracalny tak

12as45 2.3 5 3 111 —2 1+44+10+4 odwracalny tak

12ag47 2 5 3 189  —4 1+1-440+1 chiralny tak

12as49 1 5 3 187 2 1+3+5+4 chiralny tak

12as51 1 4 3 163 —2 141 -6-7—-2 chiralny tak

12as53 2 5 3 177 0 1+0—-5—4 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12ass5 2 4 3 171 -2 1-1-3-6-2 chiralny tak

12ag57 1 4 3 239 2 1+0-3—-5-2 chiralny tak

12ags9 3 3 3 79 6 1+44+84+11+6+1 chiralny tak

12asg61 2 4 3 201 4 1+2+5+6+2 chiralny tak

12asg63 2 5 3 131 2 1+1+4+4+3 chiralny tak

12as65 1 4 3 229 0 1—-14+24+5+2 chiralny tak

12ag67 2 5 3 313 0 1+2+0—-1+1 chiralny tak

12asg69 2.3 3 3 161 4 1+4—-1—-7—-5-1 odwracalny tak

12ag71 2 4 3 223 2 1+4—-1—-5-2 chiralny tak

12ag73 2 5 3 189 0 1+1-8-5 odwracalny tak

12ag7s5 1 5 3 307 -2 1+14+1+5 chiralny tak

12ag77 3.4 5 3 131 —6 14+9+18+6 odwracalny tak

12ag79 2.3 4 3 121 0 1+6+13+9+2 odwracalny tak

12ag81 2.3 4 3 89 4 1+6+11+9+2 odwracalny tak

12ass3 2 5 3 185 0 1+2—-4—-4 odwracalny tak

12asss 2 5 3 287 -2 1+404+24+1-1 chiralny tak

12asgs7 1 5 3 289 0 1+40—-2—-1+1 -zwierciadlany ~ tak

12ass9 2 4 3 167 2 1+2—-2—-6-2 chiralny tak

12ag91 2 4 3 233 —4 1+24+3+5+2 chiralny tak

12as93 1 5 3 309 0 1—-1—-1—-1+1 chiralny tak

12ag9s 2 4 3 243 -2 1+41-7—-6—-2 chiralny tak

12ag97 2 5 3 217 0 1+2—-2-4 odwracalny tak

12asg99 2.3 4 3 173 0 1+5+12+8+2 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a901 2..3 5 3 223 2 1+44+74+1-1 chiralny tak

12a903 2 5 3 249 —4 142—-4-5 chiralny tak

12a905 2 5 3 189 0 1+1—-4—-14 odwracalny tak

12a907 3 4 3 225 —4 1+44+3+5+2 odwracalny tak

12a909 2 3 3 105 —4 1-2-10—-12-6-1 chiralny tak

12a911 2.3 4 3 191 -2 1—-4—-9-7-2 chiralny tak

12a913 2 5 3 219 -2 1-1-2-1-1 chiralny tak

12a915 2 6 3 271 -2 1+0—-5+3 chiralny tak

12a917 2 4 3 193 0 144494742 chiralny tak

12a919 1 6 3 189 0 1+14+4-2 chiralny tak

12a921 3 4 3 175 —2 140-7-7—-2 chiralny tak

12a923 3 4 3 135 —6 1+42—-4-7-2 chiralny tak

12a925 2 4 3 245 0 1+3+8+6+2 chiralny tak

12a927 2 5 3 165 0 1-1-6-4 chiralny tak

12a929 2 4 3 203 —2 1-1-5—-6-2 chiralny tak

12a931 2 5 3 177 —4 1+40—-5—14 chiralny tak

12ag933 2 5 3 227 2 1+14+2+0-1 chiralny tak

12a935 1 5 3 269 0 1+14+14+0+1 chiralny tak

12a937 3 4 3 79 —6 140-9-9-2 odwracalny tak

12a939 2 6 3 159 —2 14+0-—10 odwracalny tak

12a941 2 4 3 135 —2 1-2—-9-8-2 chiralny tak

12a943 2 5 3 221 0 1-3-3-4 chiralny tak

12a945 2 5 3 199 —2 1+2+4+4 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a947 2.3 5 3 157 —4 1+1-6-—-4 chiralny tak

12a949 2 4 3 207 -2 140—-5—-6-—2 chiralny tak

12a951 2 5 3 295 2 1+2+24+1-1 chiralny tak

12a9s53 2 5 3 185 —4 1+2-4-4 chiralny tak

12a955 2 5 3 193 0 1+0—-4—-14 chiralny tak

12a957 2.3 5 3 203 2 1+3+4+4 chiralny tak

12a959 2 5 3 215 2 1+2+3+4 chiralny tak

12a961 2 5 3 277 0 1—-1-3—-1+1 chiralny tak

12a963 2 5 3 221 0 1+1-6-5 chiralny tak

12a965 2 5 3 297 0 1-2-2-1+1 chiralny tak

12a967 2.3 5 3 253 4 1+5—-3-5 chiralny tak

12a969 2 6 3 139 -2 1-5—-2+2 chiralny tak

12a971 2 5 3 163 2 1+1+6+4 chiralny tak

12a973 3.4 5 3 243 —6 14+9+19+8 odwracalny tak

12a975 2 6 3 225 0 1+0—-2—-4 odwracalny tak

12a977 3 4 3 175 —6 1+44—-2—-6-2 odwracalny tak

12a979 2 4 3 225 0 14+44+74+6+2 chiralny tak

12ags81 2.3 3 3 135 2 1+6+134+13+6+1 chiralny tak

12a9s3 2.3 5 3 229 —4 1+3—-5-—5 chiralny tak

12a9s5 2.3 4 3 157 4 14+54+7+7+2 chiralny tak

12a9g87 2 4 3 225 4 14+44+74+6+2 chiralny tak

12a9g9 2.3 5 3 175 2 14+4+6+4 chiralny tak

12a991 2 5 3 209 4 1+0-34+0+1 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a993 1 4 3 193 0 1404+4+6+2 chiralny tak

12ag995 3..4 5 3 227 —6 1+9+20+8 chiralny tak

12a997 2 4 3 215 —2 1-2-6-6-—2 chiralny tak

12ag999 2.3 3 3 171 2 1+74+154+14+6+1 odwracalny tak

12a1001 2 5 3 189 0 1-3-5-4 chiralny tak

12a1003 2 4 3 233 4 1464+8+6+2 chiralny tak

12a1005 1 4 3 241 0 1404+3+5+2 chiralny tak

12a1007 2 4 3 143 2 1+40-5—-7—-2 chiralny tak

12a1009 2.3 4 3 137 —4 142454742 chiralny tak

12a1011 1 3 3 121 0 1-2-9-12-6-1 chiralny tak

12a1013 2 3 3 119 —2 1+249+124+6+1 chiralny tak

12a1015 2 4 3 131 2 1-3-9-8-2 chiralny tak

12a1017 2..3 4 3 109 —4 1+14+7+8+2 chiralny tak
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ot
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12a1019 361 0 1+2—-1—-2+1 catkowicie tak

[\
wt
w

12a1021 339 -2 1+1-1+1-1 chiralny tak

[

12a1023 1+40-8—-8—-2 odwracalny tak

N
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w

12a1025 255 2 1+44+41—-4-2 odwracalny tak

[
w
w
&
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12a1027 1+54+164+174+7+1 odwracalny tak

o
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x
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1+4+4+14+10+2 odwracalny tak

12a1029

w
~
w
©
3
~

12a1031 2. 1+4+11+9+2 odwracalny tak

[
wt

12a1033 107 o107 2 1+34+10+4 odwracalny tak

12a1035 3..4 5 3 155 —6 14+11+2147 odwracalny tak

12a1037 2..4 6 3 185 —4 1410+ 14 odwracalny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a1039 2.3 5 137, 137 0 1-6-54+1+1 catkowicie tak

12a1041 2 4 3 265 —4 1+24+1+4+42 odwracalny tak

12a1043 2 5 3 207 -2 1+0+3+4 odwracalny tak

12a1045 2 5 3 161 —4 1+0-6+0+1 odwracalny tak

12a1047 2 3 3 143 2 1444124134641 chiralny tak

12a1049 2 5 3 215 2 1+42474+1-1 chiralny tak

12a1051 2 3 3 113 —4 1+40-9-12-6—-1 chiralny tak

12a1053 2 4 3 233 0 1+24+7+6+2 chiralny tak

12a1055 2 6 3 209 0 1+0+5-2 chiralny tak

12a1057 2 6 3 249 0 1+2+4-3 chiralny tak

12a1059 3 4 3 183 —6 1+2-3-6-2 chiralny tak

12a1061 2 4 3 267 -2 1-1-5—-5—-2 chiralny tak

12a1063 1 5 3 109 0 1-3-6-3 chiralny tak

12a1065 2 5 3 301 0 1+1+34+0+1 chiralny tak

12a1067 2 5 3 275 -2 1-3—-2+0-1 chiralny tak

12a1069 2 [§} 3 235 -2 1-1-7+2 chiralny tak

12a1071 2 4 3 223 -2 1+40-6—-6—2 chiralny tak

12a1073 2 5 3 213 —4 1+3—-2—-4 chiralny tak

12a1075 2 5 3 181 0 1-1-5—-4 chiralny tak

12a1077 2 5 3 171 2 14+3+2+3 chiralny tak

12a1979 2 4 3 267 -2 1-1-5-5-2 chiralny tak

12a1081 1 5 3 217 0 1-2-3+0+1 chiralny tak

12a10s83 2 4 3 169 0 1+24+74+74+2 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a1085 2..3

[=2]
w

187 -2 1-5—-5+2 chiralny tak

M
ot
w

12a1087 225 0 1-4-340+1 chiralny tak

w
ot
w

12a1089 2. 157 —4 1-3-74+0+1 chiralny tak

N}
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12a1091 237 0 1+14+7+6+2 chiralny tak

M
ot
w

12a1093 207 -2 1+0+3+0-1 chiralny tak

N
ot
w

12a1095 99 2 1+14+6+3 chiralny tak

'S
=)
w

12a1097  2.. 217 —4 1+ 10+ 16 chiralny tak

w
-~
w

12a1099  2.. 217 4 1+6+7+6+2 chiralny tak

N
-~
w

12a1101 237 4 1+54+4+5+2 chiralny tak

w
ot
w

12a1103 2. 195 2 1+5+5+4 chiralny tak

[\
ot
w

12a1105 289 0 1+0+2+0+1 catkowicie tak

w
IS
w

12a1107 2.. 113 4 1+44+8+8+2 chiralny tak

w
IS
w

12a1100  2.. 247 -2 1+42-3-5—-2 odwracalny tak

N
IS
w

12a1111 207 2 1+40-1-5—-2 chiralny tak

=
o
w

12a1113 2. 205 —4 14+9+15 odwracalny tak

=~
IS
w

12a1115 2. 165 4 14+74+8+7+2 odwracalny tak

[
[=2]
w

12a1117 273 —4 1+4+4+2—-14 odwracalny tak

N
IS
w

12a1119 169 0 1+ 2 + 7 + 7 + 2 chira.lny tak

N}
IS
w

12a1121 181 0 1+34+8+7+2 chiralny tak

[
ot
w

12a1123 261 0 1-1-4—-1+1 -zwierciadlany  tak

[
wt

12a1125 oy, 101 —4 1-1-10-4 odwracalny tak

120,1127 23

-

e 97 0 1-8+4 calkowicie tak

12a112¢ 1 4 1'%, 105 0 1+24+11+9+2 odwracalny  tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a1131 2 4 Ty, 73 4 142494942 odwracalny tak

12a1133 2 5 159, 159 2 14+0+64+4 odwracalny tak
12a1135 1 4 1%, 103 -2 1-2-11-9-2 odwracalny tak

N
ot
w
—
'S
—
o

12a1137 1-3-8-4 odwracalny tak

—
(o2}
-
=
<
)
—
o
=

12a1139 0 1-1+4+6 odwracalny tak

N
&)
w
—
o
3
|
N

12a1141 1+24+64+0—-1 chiralny tak

n
[}
w
[\
[}
ot
[}

12a1143 14+1+5-2 chiralny tak

12a1145 79 -2 1-4—-14—-10-2 odwracalny tak

N
N
3
<
=

w
'S
w

12a1147 2. 123 -2 1-5-13-9-2 odwracalny tak

12a1149

V)

<]
w
NS

|

35 2 1-7—-4 odwracalny tak

12a1151 2.3 6 3 135 2 1-6—-2+2 chiralny tak

12a1153 2 5 3 137 —4 1-2-8+4+0+1 chiralny tak

12a1155 2 5 3 273 —4 1+4-2-5 chiralny tak

12a1157 3 4 39 39 —6 1-2-15-11-2 odwracalny tak

|

12a1150 2.3 5 13, 113 —4 1-4-10—4 odwracalny tak

|

12a1161 2 6 ", 75 -2 1-5-6 odwracalny tak

12a1163 2.3 6 9%, 103 -2 1-6-8 odwracalny tak

|

12a1165 2.3 6 7, 67 -2 1-7-6 odwracalny tak

12a1167 2 5 3 313 0 1-2-5—-2+1 -zwierciadlany ~ tak

12a1169 1 4 3 137 0 1+24+94+8+4+2 chiralny tak

12a1171 2 5 3 115 -2 141+9+4 chiralny tak

12a1173 2 6 3 231 -2 1-2-3+3 odwracalny tak

12a1175 2 4 3 223 —2 1+40-6—-6—-2 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a1177 2 4 3 189 0 14+14+8+7+2 odwracalny tak

12a1179 2 5 3 91 -2 1-14+6+3 odwracalny tak

12a1181 2 5 3 135 -2 1+2+4+8+4 odwracalny tak

12a1183 2 5 3 121 —4 1-2-9-4 odwracalny tak

12a1185 2 5 3 235 —2 1+34+244 chiralny tak

12a1187 1 4 3 303 2 1+40-3—-4-2 chiralny tak

12a1189 2 5 3 267 —2 1+34+0+4+4 chiralny tak

12a1101 2 3 3 153 4 1+42-2-7-5-1 chiralny tak

12a1193 2 4 3 323 2 1+14+0—-3-2 odwracalny tak

12a1195 2 5 3 239 -2 1+04+5+1-1 chiralny tak

12a1197 2 4 3 237 0 14+1+3+5+2 chiralny tak

12a1199 1 3 3 185 0 1-2-5-8—-5—-1 odwracalny tak

12a1201 2 4 3 213 0 1+434+6+6+2 chiralny tak

12a1203 2 3 3 143 2 1+44+124+134+6+1 odwracalny tak

12a1205 2..3 5 3 119 —2 14+2+9+4 odwracalny tak

12a1207 2 4 3 213 —4 1+3+2+5+2 chiralny tak

12a1209 2 3 3 181 0 1+434+0—-7—-5—-1 -zwierciadlany  tak

12a1211 2 3 3 265 0 1+24+1—-4—-4-1 -zwierciadlany  tak

12a1213 2 4 3 253 0 1-3—-1+4+2 odwracalny tak

12a1215 2 3 3 117 —4 1-1-9-12-6-1 chiralny tak

12a1217 1 5 3 237 0 1+1-1-4 odwracalny tak

12a1219 1 3 3 123 2 1+34+9+12+6+1 chiralny tak

12a1221 2 3 3 195 —2 1+14+44+8+5+1 chiralny tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12a1223 2.3 3 3 137 —4 1-2—-12-13-6-1 chiralny tak

12a1225 2 3 3 225 0 1+40-6-9-5-1 -zwierciadlany  tak

12a1227 2 3 3 191 2 1+404+4+8+5+1 chiralny tak

12a1229 2 3 3 221 0 1-3-7-9-5-1 -zwierciadlany  tak

12a1231 1 3 3 193 0 1+40-4-8-5-1 chiralny tak

12a1233 2 3 3 7 —4 1-3-16—-17-7-1 odwracalny tak

12a1235 1 3 3 133 0 1-1-8-12-6-1 chiralny tak

12a1237 2 4 3 225 0 1+0+2+5+2 chiralny tak

12a1239 1 4 3 177 0 1+04+7+74+2 chiralny tak

12a1241 2 5 3 155 -2 1-14+6+4 chiralny tak

12a1243 2.3 5 3 85 —4 1-5—-12—-4 odwracalny tak

12a1245 1 5 3 173 0 1-3-6-4 chiralny tak

12a1247 2.3 4 3 117 —4 1+3+8+8+2 odwracalny tak

12a1249 1 3 3 257 0 1+404+0—-4—-4-1 -zwierciadlany ~ tak

12a1251 2 5 3 265 0 1+24+1—-4 -zwierciadlany  tak

12a;1253 2 3 3 207 2 1+4+84+9+5+1 chiralny tak

12a1255 2.3 3 3 177 —4 1+40-5—-8—-5—-1 chiralny tak

12a1257 2 4 3 203 -2 1-1-5—-6-2 chiralny tak

12a1259 2 4 3 143 2 1-4-10—-8-2 chiralny tak

12a1261 2 4 3 195 -2 1-3-9-7-2 chiralny tak

12a1263 2 5 3 211 2 14+1+3+4+4 chiralny tak

12a1265 2 5 3 165 0 1-5—-7—4 chiralny tak

12a1267 2 5 3 145 0 1-4-8—-4 -zwierciadlany ~ tak
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nazwa u b br det o v symetria alt.

2.3 169

12a1269 1-6-7—-4 -zwierciadlany  tak

12a1271 191

1+0+4+4 chiralny tak

12a1273 S 61 1-3-13-16—-7—-1 catkowicie tak

149 catkowicie tak

1-5-8—-4

149
12a1275 o

121

121
12a1277 /a7

1-6—-10—-4 odwracalny tak

12a1279 2..3 67 1-7-6 odwracalny tak

67
10

catkowicie tak

12a1281 2.3 109, 109 1-7-11-4

M
w
w

81 0 1-4-16—-17—-7-1 odwracalny tak

12a1285 2.3 4 3 87 2 1-6—-15—-10—-2 odwracalny tak

12a1283

12a1087 2.3 7 %7 37 0 1-9 calkowicie tak

|

12n4 1 5 3 57 0 1-2-1-1 chiralny nie

12n3 1.2 5 3 73 0 1+424+1-1 chiralny nie

12ns5 1 5 3 87 2 1+42—-1+1 chiralny nie

12n7 1 5 3 39 2 1—24+1+1 chiralny nie

12ng 1.2 5 3 71 2 1-2—-1+41 chiralny nie

12n11 1.2 6 3 61 0 1-3+3 odwracalny nie

12n13 1 6 3 29 0 1-3+1 odwracalny nie

12n15 2 5 3 111 2 1+0-3+1 chiralny nie

12n17 2 5 3 91 2 1-1-2+41 chiralny nie

12n19 1.2 6 3 1 0 1-44+3+1 chiralny nie

12n21 1.2 5 3 119 -2 1—-24+0+2 chiralny nie

12n03 1 5 3 9 0 1-2 chiralny nie

12n25 1 5 3 11 2 1-1-1 odwracalny nie
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12n27 2 5 3 123 -2 1-14+40—-2-1 chiralny nie

12n29 1..2 5 3 119 -2 1—-24+0+2 chiralny nie

12n31 1 5 3 9 0 1-2 chiralny

12n33 2 5 3 123 -2 1-1+40—-2-1 chiralny nie

12n3s5 1 5 3 69 0 1—-14+0-1 odwracalny nie

12n37 2 5 3 41 —4 1—-2—-2+3+1 odwracalny nie

12n39 1 5 3 93 0 1+1+4+2-1 odwracalny nie

12n41 1..2 5 3 19 2 1-3+2+1 odwracalny nie

12n43 1..2 5 3 81 0 1-44+0+3+1 odwracalny nie

12n45 1.2 5 3 37 0 1-1-2-1 odwracalny

12n47 1.2 6 3 59 -2 1-54+3+2 odwracalny nie

12n49 1..2 6 3 81 0 1-444 chiralny

12n51 1.2 6 3 9 0 1-2 chiralny

12n53 1.2 5 3 57 0 1-2+3 odwracalny

12n55 2 5 4 111 —2 1+0+1+2 odwracalny nie

12n57 2 5 4 9 0 1+2+1 odwracalny

12n59 3 5 4 21 —4 1+3—-2—-5-1 odwracalny nie

12n61 2 5 4 99 -2 1+1-2-3-1 odwracalny nie

12n63 2 5 4 39 2 1-2-3 odwracalny

12n65 1 5 3 31 2 14+0-—2 odwracalny

12ne7 3 5 4 51 6 1+54+2—-3-1 odwracalny nie

12n69 1 5 3 73 0 1+24+1-1 chiralny nie

12n71 1.2 5 3 59 -2 1+34+1-3-1 chiralny nie
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nazwa u b br det o v symetria

12n73 2 5 3 55 2 1+2+1+1 chiralny

12n7s5 1.3 4 3 83 2 1+5+8+3 chiralny

12n77 3 5 3 43 —6 1+7+11+3 odwracalny

12n79 1 5 3 23 -2 1+2-1 odwracalny

12ns1 2 4 3 101 —4 1+3—-1-2 chiralny

12ns3 2 5 3 105 —4 1+2—-1-2 chiralny

12nss5 2 5 3 65 0 1+0—-4—-2 chiralny

12ng7 1.2 5 3 49 0 1+4+4+4 chiralny

12ng9 3 4 3 43 —6 1+3—-2—-4-—1 chiralny

12ng; 4 4 3 50 -6 1+7+14+8+1 chiralny

12n93 3 5 3 11 —6 1+34+0—-4-1 chiralny

12ng5 2 5 3 95 2 1+4+3+2 chiralny

12ng7 1..2 5 3 41 0 1+2-1-1 chiralny

12ng9 2 5 3 135 —2 1+2+0+42 chiralny

12n101 1..3 5 3 141 0 1+5+6—-1 chiralny

12n103 3 4 3 47 —6 1+ 4—-2—-4-1 chiralny

121105 4 4 3 31 —6 1+84+16+8+1 chiralny

12n107 3 4 3 39 —6 1+2-2-4-1 chiralny

12n109 2 5 3 99 2 1+5+3+2 chiralny

12n111 1.2 5 3 91 -2 1+3+3+2 chiralny

12n113 2.3 3 3 53 4 1+74+9+5+1 chiralny

12n115 1.3 4 3 11 2 1+74+134+7+1 chiralny

12n117 2 4 3 97 —4 1+4-1-2 chiralny nie
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12n119 2 4 3 17 —4 1+40-3-1 chiralny nie

121121 1 4 3 1 0 1+4+1 odwracalny

12n123 2 5 3 145 —4 1+442-2 chiralny nie

12n125 2.3 5 3 93 —4 1+41-242+41 chiralny nie

12n127 1..2 5 3 107 -2 1+34+2—-2-1 chiralny nie

121129 1 5 3 7 2 1+2 chiralny

12n131 1..2 5 3 103 -2 1+2+24+2 chiralny nie

121133 3 4 3 119 —6 1+6+10+4 chiralny nie

121135 2.3 4 3 77 4 1+5+6+4+1 chiralny nie

12n137 1.3 4 3 109 0 1+5+8+4+1 chiralny nie

12n139 2.3 5 3 69 —4 1+34+1+3+1 chiralny nie

121141 1..2 5 3 57 0 1-2-1-1 chiralny

12n143 2 5 3 13 —4 1+1-3-1 odwracalny nie

12n145 2 5 3 25 0 1-2+4+1 odwracalny

12n147 3 4 3 75 —2 1+3+4+2 odwracalny nie

12n149 2 5 3 5 4 1+74+2 chiralny

12n151 2 5 3 99 —2 1+1—-2+1 odwracalny nie

12n153 4 4 3 13 -8 14+94+19+12+2 odwracalny nie

12n155 2 4 3 89 —4 1+2—-2-2 odwracalny nie

12n157 2 5 3 75 —2 1+34+0+1 odwracalny nie

12n159 1.2 4 3 55 2 1+6+6+2 odwracalny nie

12n161 2 5 3 91 -2 1—-1-2+41 odwracalny nie

12n163 3 5 3 47 —6 1+44+2-3-1 odwracalny nie
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12n165 1 5 3 67 -2 1+4140+1 odwracalny

12n167 1.3 4 3 67 2 1+5+9+3 odwracalny

121169 3..4 5 3 51 —6 1+9+15+4 odwracalny

12n471 2 5 3 39 -2 1+42-2 odwracalny

12n473 2 5 3 123 -2 1-140-2-1 chiralny

12n475 2 5 3 3 -2 141404441 chiralny

12n477 3 5 3 79 —6 1+8+13+14 chiralny

12n179 2 5 3 13 —4 1+1-3-1 chiralny

121181 1.2 4 3 83 -2 1+1+3+2 chiralny

121183 2 5 3 109 —4 1+54+4—-1 chiralny

121185 3 4 3 55 —6 1+2-3-4-1 chiralny

12n187 4 4 3 47 —6 1+8+15+8+1 chiralny

1277‘189 1..2 4 3 79 -2 1 + 0—-5—-—4—-1 chiralny

121191 3 3 3 79 —6 1+440-3-1 chiralny

12n193 2.3 4 3 59 2 14+74+642 chiralny

12n195 1.2 5 3 19 2 1+5+8+2 chiralny

12n197 1..2 5 3 107 -2 1+3+2+2 chiralny

12n199 2 4 3 11 2 1+7+5+1 odwracalny

12n201 2 5 3 105 —4 1+2-5-3 chiralny

12n203 3.4 5 3 15 —6 1+8+13+3 chiralny

12n205 2 5 3 77 —4 1+14+14+3+1 chiralny

12n207 3 5 3 37 —4 1+3-1-5-1 odwracalny

12n209 2 4 3 137 —4 1+42-3-3 chiralny nie
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12n211 2 5 3 51 -2 1-34+0+1 odwracalny nie

12n213 2 4 3 137 —4 1+2-3-3 chiralny nie

12n215 2 5 3 61 —4 1+1-4-2 chiralny nie

12n217 3 5 3 5 —4 14+74+10+2 chiralny nie

12n219 2 5 4 99 -2 1+1-2-3-1 odwracalny nie

121221 2 5 4 9 0 1+2+1 odwracalny

12n223 2 5 4 111 -2 1+0+1+2 odwracalny nie

12n225 2 5 4 39 -2 1-2-3 odwracalny

12n227 2 5 3 115 2 1+1-3-3-1 chiralny nie

12n329 3 5 4 51 —6 1+54+2—-3-1 odwracalny nie

12n931 1 5 3 31 2 1+0—-2 chiralny

12n233 2.3 3 3 29 4 1+9+12+6+1 odwracalny nie

12n235 2.3 3 3 13 4 1+5+10+6+1 odwracalny nie

12n237 2 4 3 73 —4 1+2-3-2 odwracalny nie

12n239 2.3 4 3 43 2 14+74+7+2 odwracalny nie

12n241 1.2 4 3 59 2 1+3+5+2 odwracalny nie

12n243 4 4 3 5 -8 14+ 11+234+13+2 odwracalny nie

12n245 3.4 5 3 39 —6 1+ 10+ 16+ 4 odwracalny nie

12n247 2 5 3 51 —2 1+1-3 odwracalny

12n249 1 5 3 47 -2 1+0-3 odwracalny

12n251 3 5 3 19 —6 1+9+413+3 odwracalny nie

12n253 2.3 4 3 55 2 1+6+6+2 chiralny nie

12n255 1 5 3 127 -2 140+0+2 chiralny nie
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12n257 2 4 3 25 0 1+24+2 chiralny

12n259 3.4 4 3 95 —6 1+8+12+4 chiralny

12n961 2 5 4 69 —4 1-140+3+1 odwracalny

12n963 1 5 3 127 -2 1+404+0+2 chiralny

12n265 1..2 5 3 63 -2 1+0+4+2 chiralny

12n967 2 5 3 63 -2 14+40-—4 chiralny

12n269 2 5 3 117 0 1—-14+3-1 odwracalny

121971 1 5 3 53 0 1—-1—-1-1 odwracalny

121273 2 5 3 5 —4 1+3-3-1 odwracalny

121275 1 5 3 37 0 1-1+42 chiralny

12n277 1 4 3 67 -2 1+14+442 chiralny

12n379 1 5 3 25 0 1—-2+1 odwracalny

12n981 1..2 5 3 7 0 1-34+0-1 chiralny

12n283 2 5 3 87 -2 1-2+2-2-1 odwracalny

12n2g5 1.2 5 3 39 —2 1—-24+1+1 odwracalny

12n2g7 1.2 5 3 111 2 1+0+1—-2-1 odwracalny

12n2g9 3 5 3 91 —6 14741244 odwracalny

12n291 1.3 4 3 99 2 1+54+74+3 chiralny

12n293 2 4 3 7 —2 142 odwracalny

12n295 1.2 5 3 107 2 1—-1-3+1 odwracalny

121297 2 6 3 95 —2 1—4+4+1+2 odwracalny

12n299 2 5 3 85 —4 1+3—-6-3 odwracalny

12n301 1.2 5 3 67 —2 1+14+0-3-1 odwracalny nie
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12n303 2 4 3 41 —4 1+2—-1-1 odwracalny nie

12n305 4 4 3 29 -8 1+9+4+20+124+2 odwracalny nie

12n307 1.3 5 3 77 0 1+5+6 odwracalny

12n309 1..2 4 3 1 0 1+4+5+1 odwracalny nie

12n311 1 5 3 51 2 1+1-3 odwracalny

12n313 1 5 3 1 0 1 chiralny nie

12n315 1..2 4 3 61 0 1+1+4+0-1 chiralny nie

12n317 2 4 3 85 0 1-1-3-2 chiralny

12n319 2 4 3 41 —4 1-2—-6-2 chiralny

12n321 2 4 3 11 -2 143 odwracalny

12n323 1..2 4 3 53 0 1+3+4 chiralny

12n325 1 4 3 113 0 1+40—-1-2 chiralny nie

12n327 2 4 3 61 4 1+5+5+4+1 chiralny nie

12n329 3 4 3 21 4 14+74+7+1 odwracalny nie

12n331 2 5 3 45 4 1+1-5-2 chiralny nie

12n333 2 5 3 45 0 1+1+3 odwracalny

12n335 2 4 3 95 -2 1+0+4+242 chiralny nie

12n337 1.2 5 3 103 2 1-2-3+1 chiralny nie

12n339 2 4 3 95 —2 14+44+7+3 odwracalny nie

12n341 3 5 3 67 —6 1+9+4+14+14 odwracalny nie

12n343 1 5 3 59 -2 1-1-4 odwracalny

12n345 1.2 3 3 67 -2 1+1—-4—-4-1 chiralny

12n347 1 4 3 31 2 14+4+3+1 odwracalny nie
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12n349 2 5 3 13 4 145—-2-1 chiralny

12n351 1..2 5 3 31 -2 1—4+14+1 chiralny

12n353 1..2 5 3 103 2 1-2-3+1 chiralny

12n355 2 5 3 11 2 1—-1+4+34+1 odwracalny

12n357 2 5 3 99 -2 1-3-3+4+1 chiralny

12n359 1..2 6 3 69 0 1-5+3 chiralny

12n361 2.3 5 3 73 —4 1+2-7-3 chiralny

121363 1.2 5 3 87 2 1-2—-2+1 chiralny

12n365 2 5 3 99 2 1-3+1+2 chiralny

12n367 1.2 5 3 125 0 1+14+4-1 chiralny

12n369 1 4 3 75 —2 1-1—-5—-4-1 chiralny

12n371 1 4 3 11 —2 1+3+4+1 odwracalny

12n373 2 4 3 77 —4 1+5+2—1 odwracalny

12n375 2 4 3 57 —4 1+4240-1 odwracalny

12n377 1.2 4 3 39 2 1+2+4+2+1 odwracalny

12n379 2 4 3 63 2 14+4+5+2 odwracalny

12n381 1 5 3 59 -2 1+3-3 chiralny

12n3g3 1.2 5 3 51 —2 1+1-3 odwracalny

12n3g5 1.2 4 3 73 0 14+24+1-1 chiralny

12n3s7 3 5 3 27 —6 1+7+4-3-1 odwracalny

12n3s9 2 5 3 99 -2 1-3-3+1 odwracalny

12n391 2 5 3 115 2 1+5+6+3 odwracalny

12n393 2 5 3 49 0 1+0+3 chiralny nie
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12n395 2 5 3 77 4 1+5+2—-1 odwracalny nie

12n397 2 5 3 49 0 1+0-1-1 odwracalny nie

12n399 1..2 5 3 81 0 1+0+1-1 chiralny nie

12n401 2 5 3 87 -2 1+42-1+1 chiralny nie

121403 2 4 3 9 4 1+2-3-1 odwracalny nie

121405 2 5 3 73 —4 1+42-34+2+1 chiralny nie

12n407 2 4 3 37 —4 1+43-1-1 chiralny nie

121409 2 4 3 39 2 1+6+3+1 chiralny nie

121411 1..2 5 3 19 2 1+5 odwracalny

121413 2 4 3 75 -2 1+3+4+2 chiralny nie

121415 1..2 4 3 103 -2 1+24+2+2 chiralny nie

12n417 4 3 3 35 —6 14+9+16+8+1 odwracalny nie

12n419 3 4 3 3 —6 1+54+1—-4-1 chiralny nie

121421 1..2 5 3 117 0 1-1-1-2 chiralny

12n493 2 5 3 15 2 1+0+3+1 chiralny nie

12n495 2 4 3 33 4 1+4+3+4+1 odwracalny nie

12n427 2 4 3 113 —4 1+44+4+3+1 chiralny nie

12n499 1 5 3 71 2 1+2—-4 chiralny

121431 1.2 5 3 101 0 1—-14+2-1 chiralny nie

12n433 2 5 3 11 2 1+3—-4-1 odwracalny nie

12n435 1 5 3 57 0 1+240-1 chiralny nie

12n437 1.2 5 3 29 0 1+54+7+1 chiralny nie

12n439 1.3 4 3 3 2 1+5+5+1 odwracalny nie
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nazwa u b br det o v symetria

121441 2.3 4 3 93 —4 1+5+3—-1 odwracalny

121443 1.3 4 3 33 0 1+4+3 odwracalny

12n445 2 5 3 129 —4 1+44+1—-2 odwracalny

12n447 1 4 3 73 0 1—-2—-4-2 chiralny

12n449 1..2 5 3 35 -2 1+1+2+1 odwracalny

12n451 2 4 3 35 2 1+5+3+1 odwracalny

12n453 3..4 5 3 115 —6 1+9+15+5 odwracalny

12n455 2 4 3 97 —4 1+0-6-3 chiralny

12n457 1.2 5 3 11 2 1+3 odwracalny

121459 2 5 3 105  —4 1+2—-142+1 odwracalny

121461 1 5 3 85 0 1-14+1-1 chiralny

12n463 1..2 5 3 77 0 1+1+1-1 chiralny

12n465 1..2 5 3 83 -2 1+14+3-2-1 chiralny

12n467 1 3 3 43 —2 1-1-7-5-1 odwracalny

121469 2 4 3 55 2 14+6+6+2 odwracalny

12n471 1.2 4 3 71 —2 14+2+4+2 odwracalny

12n473 4 4 3 1 -8 1+12+23+4+13+42 odwracalny

12n475 1.2 4 3 7 2 1+2+4+1 odwracalny

12n477 3.4 5 3 43 —6 1+11+16+4 odwracalny

12n479 1.2 5 3 83 —2 1-3-6 odwracalny

121481 2 5 3 65 0 1—-4-—-1-1 odwracalny

12n483 1 4 3 15 —2 1+40-1 odwracalny

12n485 1 4 3 71 —2 1+2+4+2 chiralny nie
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12n487 1 4 3 11 -2 1-1-5-1 odwracalny

12n489 1..2 5 3 119 -2 1+2+14+2 odwracalny nie

121491 1..2 5 3 69 0 1+3+1-1 chiralny nie

12n493 1 4 3 93 0 1-3-3-2 chiralny

12n495 2 5 3 27 2 1+3+3+1 odwracalny nie

12n497 2 5 3 105 0 1+2+3-1 odwracalny nie

121499 1 5 3 45 0 1+1-1-1 odwracalny nie

12n501 1..2 5 3 49 0 1+4+4 odwracalny

121503 3 5 3 35 —6 1+9+16+4 odwracalny nie

12n505 2 5 3 99 2 1+1—-2+1 odwracalny nie

12n507 1.2 5 3 75 2 1—-1—-1+1 chiralny nie

12n509 2.3 5 3 49 —4 1—-4—-2+3+1 odwracalny nie

12n511 1 4 3 85 0 1-1-3-2 odwracalny

12n513 2 4 3 125 —4 1+54+1—-2 chiralny nie

12n515 2 5 3 89 —4 1+42—-2-2 chiralny nie

12n517 1.2 4 3 101 0 14+34+7+4+1 chiralny nie

12n519 1.2 5 3 7 2 1+2 odwracalny

12n521 1.2 5 3 95 —2 1+404+2—-2-1 odwracalny nie

12n523 1.2 5 3 13 0 1+5+2 odwracalny

12n595 1.2 6 3 117 0 1-54+2-1 odwracalny nie

12n597 2.3 5 3 93 —4 1+1-6-3 odwracalny nie

12n529 1.2 5 3 115 -2 1-3—-4+1 chiralny nie

12n531 1.3 4 3 97 0 14+44+74+4+1 chiralny nie
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nazwa u b br det o v symetria

12n533 2 4 3 63 -2 140—-4—-4-1 odwracalny

12n535 1 5 3 27 2 1+3—-1 odwracalny

12n537 1..2 5 3 115 -2 1-3+0+2 odwracalny

12n539 1.2 4 3 127 -2 140-4-3-1 chiralny

121541 1.2 4 3 83 2 1+1+3+2 chiralny

12n543 2 4 3 63 2 1+4+1+1 odwracalny

12n545 2 5 3 85 —4 143—-2-2 chiralny

12n547 1 5 3 69 0 1—-1+4+4 odwracalny

12n549 2 4 3 27 —2 1+3+3+1 odwracalny

12n551 2 5 3 105 —4 1+2—-5-3 odwracalny

12n553 3 5 4 81 0 1—4+4 odwracalny

12n555 3 5 4 135 2 14+6—-3+1 odwracalny

12n557 2.3 5 3 97 —4 1+0-6-3 chiralny

12n559 2 4 3 53 —4 1-1-5-2 chiralny

12n561 2 5 3 55 —2 1—-2—-14 chiralny

12n563 1..2 5 3 71 —2 1—-2-5 chiralny

12n565 2 4 3 45 4 1+41—-5-2 chiralny

12ns567 2 4 3 117 0 1-1-5-3 chiralny

12n569 1.3 4 3 83 2 1+5+8+3 chiralny

12n571 2 3 3 27 2 1-1-6-5-1 odwracalny

12n573 1 4 3 57 0 1-2-5-2 odwracalny

12n575 4 4 3 3 —6 1+13+23+13+2 odwracalny

12n577 1.2 4 3 27 —2 14+3+3+1 odwracalny nie
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12n579 1 5 3 9 0 1—-24+4+1 odwracalny nie

12n581 3 5 3 27 —6 1+11+13+3 odwracalny nie

12n5s3 2 5 3 63 -2 1—-4-5 odwracalny

12n585 3 5 3 55 —6 1+10+15+4 odwracalny nie

12n587 1..2 5 3 117 0 1+3+4—-1 odwracalny nie

12n589 2 4 3 113 —4 1+440-2 chiralny nie

12n591 4 4 3 7 —6 1+10+18+8+1 odwracalny nie

12ns593 2 5 3 61 —4 1+5-3-2 chiralny nie

12n595 1..2 5 3 91 2 1+3+3+2 odwracalny nie

12n597 1.2 4 3 75 -2 1+3+4+4+2 chiralny nie

12n599 1 4 3 55 -2 1+2—-3—-4-1 chiralny nie

12n601 2 5 3 27 -2 1+3+3+1 odwracalny nie

12n603 3 4 3 15 —6 1+44+0—-4—-1 odwracalny nie

12n605 2 4 3 9 0 1-2—-8—-6-1 odwracalny

12ng607 1.2 4 3 59 2 1+3+5+2 chiralny nie

12n609 2 4 3 41 —4 1+24+3+4+1 chiralny nie

12n611 2 5 3 75 —2 1—-1+3+2 odwracalny nie

12ng613 1 5 3 117 0 1—-1—-1+2+1 odwracalny nie

12n615 2 5 3 99 —2 1-3+1-2-1 odwracalny nie

12ng17 2 5 3 5 4 1+3-3-1 chiralny nie

12ng619 2 5 3 85 4 1+43—-242+1 chiralny nie

12n621 2 5 3 95 2 1+4—-1+1 chiralny nie

12n623 2 5 3 53 —4 1+3+0+3+1 chiralny nie
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nazwa u b br det o v symetria

12n625 1..2 5 3 91 2 1-1—-2-3-1 odwracalny

12n627 1.2 4 3 117 0 1+3+8+4+1 chiralny

12n629 1..2 5 3 27 2 1—-1+4+24+1 odwracalny

12n631 1..3 5 3 81 0 1—44+0-1 chiralny

12ng3s3 1 4 3 97 0 140—-2-2 chiralny

12n635 1..2 5 3 157 0 1-3-3+1+1 chiralny

12n637 2 5 3 135 -2 1-2-1+42 odwracalny

12n639 3 4 3 35 —6 1+45—-1—-4-1 odwracalny

12n641 2 4 3 69 4 1+3+5+4+1 chiralny

12n643 2 5 3 49 —4 1+44—-4—-2 odwracalny

12n645 1 5 3 71 2 1424442 chiralny

121647 4 3 3 23 —6 1+104+174+8+1 chiralny

12n649 2 4 3 7 —4 1+14+1+3+1 chiralny

121651 2 5 3 119 -2 1+2+1+2 odwracalny

12n653 3 4 3 39 —6 1+6—-1—-4-1 odwracalny

121655 3 4 3 3 —6 14+94+10+2 chiralny

12n657 1.2 4 3 81 0 140454441 chiralny

12”659 2 5 3 73 —4 1 + 6—2—2 chira.lny

12n661 2 5 3 29 —4 1+1-6-2 chiralny

12n663 1.2 5 3 115 —2 1+14+1—-2-1 odwracalny

12n665 2 5 3 39 2 14+2-—-2 chiralny

12n667 1 4 3 75 —2 1+3+4+2 odwracalny

12n669 2 5 3 99 -2 1+1+2+2 odwracalny nie
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12ng71 3 4 3 95 —6 1+44+3-2-1 odwracalny nie

12n673 1.3 4 3 5 0 14+74+144+7+1 chiralny nie

12n675 1.3 3 3 45 0 1+5+8+5+1 chiralny nie

12n677 2 4 3 89 —4 1+42-2-2 chiralny nie

12ng679 5 3 3 25 -8 14+10+284+26+9+1 chiralny nie

12n681 1.3 4 3 25 0 1+6+114+6+1 chiralny nie

12n683 2 3 3 89 4 1+64+7+44+1 chiralny nie

12n6s85 2 4 3 79 2 1+4+4+2 chiralny nie

12ngs7 1 5 3 107 2 1+3+2+4+2 chiralny nie

12n689 4 4 3 7 —6 1+10+22+4+13+2 chiralny nie

12n691 4 4 3 35 —6 1+9420+13+2 odwracalny nie

12n693 3 5 3 13 —4 1+54+2—-4-1 chiralny nie

12n695 1.2 4 3 85 0 1+3+6+4+1 chiralny nie

12ne697 2 5 3 21 —4 1+34+2+4+1 chiralny nie

12ng699 2 5 3 47 2 1+4-—2 chiralny

12n701 2.3 5 3 63 2 1+4-3 odwracalny

12n703 2 4 3 73 —4 1+2+143+1 chiralny nie

12n705 1 5 3 109 0 1+14+3-1 chiralny nie

12n707 2.3 3 3 85 4 14+74+74+4+1 odwracalny nie

12n709 1 3 3 61 0 1+1+44+441 chiralny nie

12n711 1.2 4 3 113 0 1+40+3+3+1 chiralny nie

12n713 2 4 3 91 2 14+34+7+3 chiralny nie

12n715 1 5 3 89 0 14246 chiralny nie
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nazwa u b br det o v symetria

12n717 2 4 3 51 2 1+5+2+1 odwracalny

12n719 1 4 3 55 -2 1424141 chiralny

121721 1..3 3 3 25 0 1+6+114+6+1 odwracalny

12n723 1.2 4 3 19 -2 1+5+8+2 odwracalny

12n725 5 3 3 5 -8 14+114+31427+9+1 odwracalny

12n797 1 5 3 91 -2 1-14242 chiralny

12n729 2 4 3 73 —4 142—-3-2 chiralny

121731 1.2 5 3 121 0 1-2-1-2 chiralny

12n733 1.2 5 3 131 -2 1+1+0+2 chiralny

12n735 1.2 5 3 71 -2 14+2—-4 chiralny

12n737 2 4 3 45 0 1+1-5-2 odwracalny

12n739 2 4 3 13 4 1+1+1+4+4+1 odwracalny

12n741 1.2 4 3 95 2 14+44+74+3 odwracalny

12n743 2 5 3 85 0 1+3+6 odwracalny

12n745 2 5 3 125 0 1+14+4-1 odwracalny

121747 2 3 3 101 4 1+3+3+3+1 chiralny

12n749 2 3 3 7 -2 1+6+5+1 odwracalny

12n751 1.2 3 3 69 0 1+3+5+4+1 odwracalny

12n753 2 4 3 105 —4 1+2—-1-2 chiralny

12n755 2 5 3 119 —2 1—-2—-4+1 chiralny

12n757 2 5 3 115 —2 1+1-3+1 chiralny

12n759 2 5 3 111 —2 1+0-7 odwracalny

12n761 2 5 3 61 —4 1+414+0+3+1 chiralny nie
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nazwa u b br det o v symetria alt.

121763 2 5 3 149 0 1+3+6—-1 chiralny nie

12n765 2 5 3 137 —4 1+2-3-3 chiralny nie

12n767 1 3 3 75 2 1-1-5—-4-1 chiralny

12n769 2.3 4 3 87 2 1+6+4+2 chiralny nie

12n771 1 4 3 103 2 1+2+2+4+2 chiralny nie

12n773 2 4 3 89 4 1-2-7-3 chiralny

12n77s5 1.2 5 3 131 -2 1-3-1-2-1 chiralny

12n777 1..2 4 3 65 0 1+0—-4-2 odwracalny nie

12n779 2 4 3 111 -2 1+0+1+2 chiralny nie

12n781 2 4 3 93 0 1+14+6+4+1 odwracalny nie

12n783 1..2 5 3 127 -2 1444142 chiralny nie

12n785 1 5 3 91 2 1-1-6 odwracalny

12n787 1 4 3 71 -2 1-2—-5—-4-1 chiralny

12n789 1 5 3 89 0 1-2-3-2 chiralny

12n791 2.3 4 3 93 —4 1+54+3+3+1 chiralny nie

12n793 2.3 4 3 61 —4 1-3-9-3 chiralny

12n795 1.2 5 3 79 —2 1—-4—-6 chiralny

12n797 2 5 3 59 -2 1+3-3 chiralny

12n799 1.2 5 3 135 —2 1—-2—-1+2 chiralny nie

12ng01 2 4 3 19 -2 1+1-1 odwracalny

12ng03 2.3 4 3 105 —4 1+6+4+3+1 odwracalny nie

12ng05 1.3 5 3 85 0 1-5—-4-2 odwracalny

12ngo7 2 4 3 57 —4 14+2—-4-2 odwracalny nie
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nazwa u b br det o v symetria

12n3809 1..3 5 3 15 -2 1—4-2 odwracalny

12ns811 1.3 4 3 63 -2 1+4+5+2 odwracalny

12ns13 2 5 3 81 0 1+0-3-2 odwracalny

12ns15 1.2 4 3 7 -2 1-2-1 odwracalny

12ng17 2 4 3 49 0 1—-4—-6-—-2 odwracalny

12ns19 1.2 4 3 107 -2 1+3+6+3 chiralny

12ng21 1..2 3 3 35 2 1-3—-7—-5-1 odwracalny

12ngo3 2 4 3 105 4 1+6+0—2 odwracalny

12ngos5 1.2 4 3 45 0 1-3-6-2 odwracalny

12ng27 2 4 3 119 -2 1-2—-4-3-1 chiralny

12ng29 1.2 3 3 91 2 1+3—-1-3-1 odwracalny

12ng31 1 3 3 99 —2 1+41-2-3-1 odwracalny

12ng33 1.3 4 3 99 2 1+54+7+3 odwracalny

12ng3s5 1.2 4 3 13 0 1+5+6+1 odwracalny

12ng37 2 5 3 169 0 1+2-1+1+1 odwracalny

12ng3g 2 5 3 121 4 1+42—-44+1+1 odwracalny

12ng41 1..2 5 3 81 0 1+40-3-2 chiralny

12ng43 2 5 3 147 —2 1+1+3+4+3 odwracalny

12ng45 2 4 3 99 -2 1+1+6+3 odwracalny

12ng47 2 5 3 75 —2 1—-1—-1+1 odwracalny

121849 2 4 3 161 —4 1+4—-1-3 odwracalny

12ngs51 3.4 4 3 5 —4 1+11+11+2 odwracalny

12ng53 1.2 4 3 125 0 1-3-5-3 chiralny nie
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nazwa u b br det o v symetria alt.

12ng8s55 1.3 4 3 85 0 1-5-8-3 odwracalny

12ngs57 1..2 5 3 139 2 1-1—-1-2-1 chiralny

12ng859 1.3 5 3 149 0 1-54+0+2+1 chiralny nie

12ng61 1..2 4 3 95 -2 1+4+3+2 chiralny nie

121863 2.3 4 3 145 —4 1+4-2-3 chiralny nie

12n865 1..2 4 3 99 2 1-3-7T—4-1 chiralny

12nge7 2.3 4 3 133 4 1+7+4+2-2 odwracalny nie

12ns869 2 5 3 135 -2 1+2+4+0+4+2 odwracalny nie

12ng71 1 5 3 119 -2 1+2-3+1 chiralny nie

12ng73 1.3 5 3 85 0 1-5404+3+1 -zwierciadlany nie

12ng75 1.2 4 3 99 -2 1-3-7—-4-1 odwracalny

12ng77 2 5 3 155 2 1-142-1-1 chiralny nie

12ng79 2 4 3 143 2 1+40—-1-2-1 odwracalny nie

12ngg1 2.3 5 3 121 —4 14+6+9 odwracalny

12ngs3 2 4 3 99 -2 14+1+6+3 chiralny nie

12nggs 1.2 5 3 149 0 1—-14+1-2 chiralny nie

12ngs7 2 3 3 125 —4 1+14+0+2+1 odwracalny
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A.2 Diagramy weztéw pierwszych do dziesieciu skrzyzowan

Ponizej znajdujg sie diagramy weztéw pierwszych, ktére realizujg liczbe skrzyzowan, jesli ta
nie przekracza dziesieciu. One takze pochodzg ze strony KnotInfo [277], o ktérej mowa na
poczatku rozdziatu.
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B. Tablice splotow

Diagramy splotéw pierwszych do dziewieciu skrzyzowan

Ponizej znajdujg sie diagramy splotéw pierwszych, ktdre realizuja liczbe skrzyzowan, jesli ta
nie przekracza dziewieciu. Pochodza one z bazy danych LinkInfo [278], siostrzanego projektu
KnotInfo (o ktérym mowa na poczatku rozdziatu) prowadzonego przez tych samych autoréw
— Charlesa Livingstona oraz Allison Moore — tym razem po§wieconego splotom, a nie tylko

weztom.
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@ 63 = Lgaq (b) 61 = Lgas (c) 62 = Lgay 63 = Lgn1 71 = Lrag

@@@@@

@73 =Lras ®T2=Lras (©72=1Lraz ()72 = Lraz )72 = Lray
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3

@7 =Lmi ®T3=Lmy (@73 =1Lray )82 =Lgaia ()83 = Lgaiz

®

@82 =Lgain ()8 =Lsaiz (82 =Lgaip (d)82=1Lsgag ()82 = Lgag

<

@82 =Lsag ()82 =Lsas (8%, =Lsaz (d)8%, =Lsas ()82, = Lgas

&

@8%; = Lgar (8%, = Lgar (835 = Lgna (d)8%5=Lgn1 ()83 = Lgais

&

@83 = Lgair ()83 = Lgais ()83 = Lgazo (d)83 = Lgais ()83 = Lgaig

@

2

@@

@
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DO D

@ 87 = Lgns (b) 88 = Lgng 89 = Lgns d) 830 = Lgng (e) 81 = Lgas2;

D PDRBE

@83 =Lsgny ()8 =Lsng (©9? = Loazs ()93 = Loazg (e)92 = Loaso

P B B

@92 = Loaso 92 = Loass ()92 = Loass ()92 = Loasr (€)92 = Loaszs

S E B

@92 = Loass ()93, = Loais (0)9%, = Loazs (d)92, = Loazr (€)935 = Loais

SO

@92, = Loa1z (1) 935 = Loais (0925 = Loais (d)92, = Loar (e)9%5 = Loay
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DB

@ 9%y = Loazg (b)) 93, = Loazs (0)93; = Loazs (d)92, = Loazs (€)935 = Loaa:

PRHBS

@93, = Loass ()92, = Loas (00935 = Loai1 (d)93, = Loai7r (€)935 = Loaie

SDBPBH

(a) 929 = Lgae b) 930 = L9a5 (C) 9 = Lgaz (d) 932 = L9a1 ( )933 = L9a3

DBEES

@93, = Loaz1 () 9%; = Loazz (00935 = Loaio (d)93, = Loag (€) 935 = Loaig

@ PSP

@92y = Loag1 ()93, = Loasz (093, = Loasz (d)935 = Loazo ()93 = Lony
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PP ®

944 = Lgns (b) 945 =Lgni (o) 946 = Lgns (d) 947 = Lgns (&) 948 = Lgn7

PSS

@92 = Lonis (0)9%, = Lonia (092, = Lonig (d) 92, = Loniz (€)925 = Lonis

E&BE

@92, = Lonis (b)92; = Lone (0925 = Lons ()92, = Lon11 (e) 925 = Lonio

B S D

@92y = Lon1z (1) 9%, = Long ()92, = Lonig ()93 = Loaso  (€)93 = Loaar

BHDRY

@93 = Loasa 193 = Loass (993 = Loass (d)93 = Loasg (€)93 = Loaus
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DSOS @

@93 = Loasz (195 = Loasa (093, = Loass ()93, = Loas1 (€)93, = Loass

BB RDE

@935 = Lonaz (1) 93, = Lonaa (9935 = Lonaa (d)935 = Lonao ()93, = Lonay

SEOO®

@935 = Lonas )93y = Lonzs (€93, = Lonas (d)93; = Lonar ()93 = Loass




C. Tablice weztéw wirtualnych

Diagramy weztéw wirtualnych

Ponizej znajduja sie diagramy wezléw wirtualnych o mniej niz pieciu skrzyzowaniach. One
pochodza ze stronyhttp: //www.math.toronto.edu/drorbn/Students/GreenJ/ (ostat-
nio zaktualizowana 2 stycznia 2023).

B

(@0.1 (b 2.1 ©3.1 (d)3.2 (3.3
(@) 3.4 5 3.5 (c)3.6 (d)3.7 (4.1

)@

(@) 4.2 (b 4.3 (c)4.4 (d)4.5 (e)4.6


http://www.math.toronto.edu/drorbn/Students/GreenJ/
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&
S
=
=
&

(@)4.7 (b) 4.8 (©4.9 (d)4.10 ()4.11

=
=
&
%2
=

(a)4.12 (b)4.13 (c)4.14 (d)4.15 (€)4.16

&
&2
&
&=
&

(@)4.17 (b)4.18 (©4.19 (d)4.20 ()4.21

a5
S
a5
oc
s

(a)4.22 (b)4.23 (©)4.24 (d)4.25 (e)4.26

5
g
=
=
&

(a)4.27 (b)4.28 (©)4.29 (d)4.30 (e)4.31
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DY)

(2)4.32 (b)4.33 (c)4.34 (d)4.35 (e)4.36
@ % ; N
(2)4.37 (b)4.38 (c)4.39 (d)4.40 (e)4.41
9
(@)4.42 (b)4.43 (c)4.44 (d)4.45 (e)4.46
@ @
(2)4.47 (b)4.48 (c)4.49 (d)4.50 (e)4.51

(2)4.52 (b)4.53 (c)4.54 (d)4.55 (e)4.56
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Q5

=
=

(@) 4.57 (b) 4.58 (c)4.59 (d)4.60 (e)4.61
(a) 4.62 (b)4.63 (c)4.64 (d)4.65 (e)4.66
B
N
(2)4.67 (b) 4.68 (c)4.69 (d)4.70 e)4.71

@@@@

(2)4.77 (b)4.78 (©4.79 (d)4.80 (e)4.81
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oo
&)
o
&
S8

(2)4.82 (b)4.83 (c)4.84 (d)4.85 (e)4.86

=
&
)
&
=

(2)4.87 (b) 4.88 (c)4.89 (d)4.90 (e)4.91

O
=
5
o

(@)4.92 (b)4.93 (c)4.94 (d)4.95 (e) 4.96

&
=)
S
&
o

(2)4.97 (b)4.98 (©)4.99 (d)4.100 (e)4.101

ot
LD
i
5
=

(a)4.102 (b)4.103 (c)4.104 (d)4.105 (e)4.106
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& (6

(@) 4.107 (b)4.108




D. Notacja, uzyte symbole

Przez N, Z, Q, R, C oznaczamy kolejno zbidr liczb naturalnych (z zerem lub bez, jak kto lubi),
calkowitych, wymiernych, rzeczywistych i wreszcie zespolonych. S™ oznacza n-sfere (i tak S*
jest okregiem, za§ S® powierzchnig tréjwymiarowe;j kuli); D™ to n-dysk. Wlozenie A w B to
A — B, ichizotopiato A = B. Kratka (#) oznacza sume spdjng. Suma rozlaczna Ll tym rézni
sie od teoriomnogo$ciowej U, ze sktadniki muszg by¢ rozlaczne. Obraz funkeji f: X — Y
staramy sie oznaczaé f[X], nie f(X). Lustro i rewers wezla K oznaczamy kolejnom K ir K.

Dla wielomianowych niezmiennikéw stosujemy nastepujace symbole: A, V, V', P, F',
Q dla wielomianu Alexandera, Conwaya, Jonesa, HOMFLY-PT, Kauffmana, BLM/Ho. Wiele
innych niezmiennikéw ma krétkie, jednoliterowe oznaczenia. I tak cr, b, br, u, Ik, s to kolejno:
liczba/indeks skrzyzowaniowy, warkoczowy, mostowy, gordyjska, zaczepienia, patykowa. o
oznacza sygnature (Levine’a-Tristrama), det wyznacznik, g, x genus i charakterystyke Eulera,
wr spin, lk indeks zaczepienia. Rzadko, naprawde rzadko, potrzebujemy czego$ dla liczby
p-kolorowan, wybér pada zawsze na 7,.






E. Stownik angielsko-polski

2-przejécie: 2-pass move

algebra chifiskich znakéw: algebra of Chinese characters
band sum: suma paskowa

cialo z rgczkami: handlebody

cien: shadow

diagram: diagram (cigciw: chord, cigty: sliced)

dlugosé sznurowa: ropelength

genus: genus (kanoniczny: canonical, wolny: free)
geografia: — (dlugos¢ geograficzna: longitude, potudnik: meridian (of longitude), réwnolez-
nik: parallel (of latitude), szeroko$¢ geograficzna: latitude)
homeomorfizm wierny: faithful homeomorphism
indeks skrzyzowaniowy: crossing number

indeks zaczepienia: linking number

izotopia: isotopy (otaczajgca: ambient)

klamra Kauffmana: Kauffman bracket

kwandel: quandle

klab: skein

liczba gordyjska: unknotting number

liczba mostowa: bridge number

liczba patykowa: stick number

liczba warkoczowa: braid number

niewezel: unknot

niezmiennik: invariant (... skoficzonego typu: finite type ...)
niescisliwy: incompressible

obramowanie: framing

ogniwo splotu: component

okres: period

pieciolistnik: cinquefoil knot

pochodna Foxa: Fox derivative

przesmyk: isthmus

przeszkoda Lickorisha: Lickorish obstruction

potka: shelf
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relacja klebiasta: skein relation

rozmaito$¢: manifold (szpiczasta: cusped, szwowa: sutured)

rozwlékniony, wléknisty: fibered

ruch Reidemeistera/Turajewal/...: Reidemeister/Turaev/... move

skrzyzowanie: crossing (znak: sign)

spin: writhe

splot: link (rozszczepialny: splittable, sznurkowy: string)

suma niespéjna: distant union

suma spdjna: connected sum

supel: tangle (licznik ...: ... numerator, mianownik ...: ... denominator)

sygnatura: signature

szwindel Mazura: Mazur swindle

tablica rzeczywistosci: actuality table

tablica wezléw: knot table

torus: torus (potykajgco-podgzajgcy: swallow-follow)

tréjlistnik: trefoil knot

uklad ciezaréw: weight system

warkocz: braid (czysty: pure, domknigcie ...: closure of ..., pasmo ...: strand)

wielomian Jonesa: Jones polynomial (powigkszony: augmented)

wygladzenie: smoothing

wezel: knot (adekwatny: adequate, alternujgcy: alternating, drzewiasty: arborescent, dzi-
ki: wild, dlugi: long, ilorazowy: quotient, lustro/lustrzany: mirror, obramowany: framed,
odwracalny: reversible, okresowy: periodic, osobliwy: singular, pierwszy: prime, plastrowy:
slice, poskromiony/swojski: tame, preclowy: pretzel, rewers/odwrotny: reverse, skrgcony: twist,
skrgtny/chiralny: chiral, wirtualny: virtual, zespawany: welded, zorientowany: oriented,
zwierciadlany: achiral/amphicheiral, zlozony: composite)

wezel babski: granny knot

wezel dokerski: stevedore knot

zlaczanie: splicing

é6semka: figure-eight
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Wiekszo$¢ przymiotnikéw, ktdre pasuja do weztéw, splotéw, itd. wymieniona jest tylko raz,
pod hastem wezet, chyba Ze to nie ma sensu (jak na przyktad dla rozszczepialnosci), wtedy

wymieniona jest raz, tam gdzie ma sens.

2-przejscie, 27

algebra
chiniskich znakéw, 106, 110
Iwahoriego-Heckego, 139
Jonesa, 82
Temperleya-Lieba, 81
Vogela, 109

algebra Clifforda, 132

algorytm
Aharonova-Jonesa-Landaua, 81
Seiferta, 117, 125

calka

Eichlera, 108

Koncewicza, 109-110
charakterystyka Eulera, 120
chirurgia Dehna, 22, 84,113,158, 177
chiriski znak, zob. algebra chifiskich

znakéw

cialo z rgczkami, 125
cien, 22
CW kompleks, 19
cykle Scharlemanna, 22

defeke, 65
diagram, 22

cieciw, 104
spdjny, 90
z kregostupem, 107
zredukowany, 90
dubel Whiteheada, 125, 170, 171
dlugosé sznurowa, 54-55

enancjomer, 98
etykietowanie, 62

flype, 26,27, 32

foliacja, 142

formula Seiferta-Torresa, 167
funkcja Rademachera, 50
fuzja splotu, 41

genus, 32, 51, 79, 97, 104, 119-126, 160, 166
kanoniczny, 125
plastrowy, 156
wolny, 125

graf Seiferta, 126, 145

grupa
Burnsidea, 50
kolorujaca, 6668
Picarda, 175
podstawowa, 24, 36, 39
warkoczy, 140
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wezla, 111
zgodnosci, 182
grupoid rozdzielny, zob. kwandel

hiperboliczna transformacja splotu, 41
hipoteza
Bernharda-Jablana, 49
geometryzacyjna Thurstona, 172
Knesera, 114
Lin-Wanga, 103
Milnora, 166
mostowo-skrzyzowaniowa, 51
o indeksie skrzyzowaniowym, 46
o liczbie gordyjskiej, 48, 155
o wielomianie Jonesa i niewezle, 85
plastrowo-tasmowa, 18, 183
Poincarégo, 19
Smitha, 38
Taita, 21, 32—33, 36, 52, 9094
pierwsza, 94
trapezoidalna, 81
homologia, 39, 99
Chowanowa, 32, 39, 85, 132-135
druga grupa homologii, 116
Floera, 5, 6, 39,122, 135, 155
homotopia, 182

indeks
Maslowa, 50
Nakanishiego, 49
skrzyzowaniowy, 32, 46, 63, 98,104,
122,167,174
warkoczowy, 104, 122, 167
zaczepienia, 52-53
indeks nawiniecia, 24
izotopia, 182
izotopia otaczajaca, 17

kabel, 162
kei, zob. kwandel inwolutywny
klamra Kauffmana, 82-90, 167
kocykl Meyera, 50
kohomologia

Cecha, 116
kolorowalno$é, 57-62, 159
kolorowanie, 50
komputer

Cray, 27

kryterium Naika (okresowosci), 39
kwandel, 69-72

Alexandera, 71

cykliczny, 70

diedralny, 70

inwolutywny, 71

podstawowy, 71

sprzezony, 70

spojny, 71

symplektyczny, 71

lemat Hadamarda, 18

liczba
gordyjska, 46-51,104, 129, 166, 181
mostowa, 50-51, 79, 97,104, 128, 167

wezel trzymostowy, 51

patykowa, 5354
Taita, 52
warkoczowa, 144-145

lustro, 35, 76, 87, 98,129

macierz
Goeritza, 65-66
Jacobiego, 80
kolorujaca, 62-66
Seiferta, 126128, 154,182
S-réwnowaznosc, 127
zerowo kobordantna, 182
unimodularnie sprzezona, 182
makaron i widelce, 139
mutacja, zob. mutant
mutant, 97, 98, 152-156, 174, 175

nadskrzyzowanie, 22
nakrycie, 99
nier6wno$¢
Mortona, 125
Mortona-Franksa-Williamsa, 145
niesplot, 18
niewezet, 31
Freedmana, 32
Goeritza, 32
niezmiennik
1 Milnora, 18
Arfa, 103, 131-132, 161, 162, 180
Cassona, 103, 155
Cassona-Gordona, 39
Reszetichina-Turajewa, 84
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Wasiljewa, 100-110, 152
rzad ..., 102
symbol ..., 105
Wittena, 155
zliczajacy, 70
niezmienniki torsyjne, 24
niescisliwy, 156
ni¢, 22
notacja
Alexandera-Briggsa, 30-31
Conwaya, 31
Dowkera-Thistlethwaite’a, 29-30
GaufSa, 29
Taita, 29

objetos¢
hiperboliczna, 175-178
symplicjalna Gromowa, 155
obramowanie, zob. wezel obramowany
ogniwo, 98
okres, 165
orbifold, 164, 171
orientacja, zob. wezel zorientowany

para Perko, 27, 30, 33, 52,176
parowanie Blanchfielda, 49
pasmo warkocza, 139
pierscienie Boromeuszy, 19, 20, 31, 50, 59
pieciolistnik, 31
plumbing, 41
pochodna Foxa, 79-80
podskrzyzowanie, 22
porzadek Dehornoya, 143
postaé normalna
Conwaya, 150
Schuberta, 150
powierzchnia, 116
orientowalna, 117
Seiferta, 73, 117, 120
potudnik, 116
precel, 51,125, 156-160, 183
(-2,3,7),158,177
(-2,3,8),178
prezentacja
Coxetera grupy symetrii, 141
Wirtingera, 62, 114-116
problem matzeristw przy stole, 30
program SnapPy, 49, 177

przesmyk, 41, 90
przestrzen
Seiferta-Webera, 31
soczewkowa, 24, 150
wléknista Seiferta, 171
przeszkoda Lickorisha, 49
pétka, 72

rachunek Kirby’ego, 84
relacja klebiasta, 77, 86, 88, 95, 98, 129
relacje 1T 14T, 106
reprezentacja
Burau-Squiera, 50
Buraua, 142
Lawrence’a-Krammera-Bigelowa,
139
motylkowa, 51
rewers, 35, 76, 86, 129
rozgalezione nakrycie, 39
rozklad Heegaarda, 24
rozklad Jaco-Shalena-Johannsona, 171,
172
rozmaito$é
atoroidalna, 171
Giesekinga, 176
Hakena, 31, 112, 113, 171-173
hiperboliczna, 172
Meyerhoffa, 178
Seiferta, 156
szwowa, 48,135,183
toroidalna, 172
Weeksa, 177
wldknista Seiferta, 172
$ciagalna, 19
rozpieto$¢ wielomianu, 93
ruch
Q, 101
Kirby’ego, zob. rachunek Kirby’ego
Reidemeistera, 23, 69, 70, 101, 147
réwnanie
kolorujace, 58, 74
Yanga-Baxtera, 147

S-réwnowazno$¢ (macierzy Seiferta), 127
satelita, 169
Schlauchknoten, 81
skrzyzowanie, 19, 22
... wygladzenie, 52
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dodatnie i uyjemne, 52
lewo- i prawoskretne, 52
SnapPea, 175
soczewka, zob. przestrzen soczewkowa
spin, 24,27, 32, 52, 84
splot, 18
atoroidalny, 122, 170
Brunna, 20
Hopfa, 18, 31, 50, 53, 85
lokalnie trywialny, 122
Montesinosa, 156158, 173
Neuwirtha, 118
prosty, 122
rozszczepialny, 19, 41, 59, 64, 78, 113,
172-174
sznurkowy, 110
Whiteheada, 19, 31, 53,177, 178
stan diagramu, 90
wzbogacony, 134
suma Murasugiego, 41
suma niespdjna, 39, 88
suma paskowa, 41
suma spdjna, 39, 46, 54, 88, 119, 174, 182
supet, 21, 145-156
wymierny, 51
sygnatura, 39, 87, 104, 128-131, 160, 165,
180, 181
Levine’a-Tristrama, 49, 130, 155
szpic, 177,178
sztuczka Alexandera, 17
szwindel Mazura, 40
$lad Markowa, 82

tablica rzeczywistosci, 106
teoria Cerfa, 22
torus niescisliwy, 171
torus polykajaco-podazajacy, 169
towarzysz, 169
wladciwy, 170
trik Kauffmana, 84
tréjkolorowalnosé, 57
trojlistnik, 31
twierdzenie
Alexandera, 82, 141
Donaldsona, 180
Gordona-Lueckego, 22
Markowa, 82, 141
Mostowa-Prasada, 175

o petli, 113
o sferze, 113
o sztywnosci, 175
Reidemeistera, 24, 101
Thurstona, 172
twierdzenie Gruszko o randze wolnego
produktu, 119

uklad ciezaréw, 106

uszachowienie, 60, 65
standardowe, 92

ulamek supta, 149, 150

warkocz, 50, 72, 78, 110, 139145
czysty, 140
domkniecie warkocza, 141
kwazitoryczny, 141
toryczny, 141, 163
warunek
Foxa-Milnora, 180
Murasugiego, 38
Torresa, 81
wielomian
Alexandera, 32, 41, 61, 73-81, 118, 119,
121, 128-130, 145, 154, 159, 161,
162, 167
skrecony, 39
BLM/Ho, 41, 98-100, 154
Conwaya, 103, 181
HOMFLY, 154
HOMFLY-PT, 39, 95-98
Jonesa, 32, 39, 81-90, 100, 103, 110,
154,167,181
powiekszony, 133
kablowy, 154
Kauffmana, 99-100, 154
z Dubrownika, 100
wielomian Alexandera, 132
wielomian Jonesa, 132
wierzcholek (wezta osobliwego), 101
wigzka ShH, 171
wrak, 72
wrzeciono, 72
wygladzenie, 90
wyznacznik, 63—64, 67, 98,127,130, 159,
180
wzorzec, 169
wzor



Skorowidz 313

fuzyjny Masbauma-Vogela, 156 174
Hirzebrucha, 165 plastrowy, 39, 41,179, 181-183
kablowy, 154 poskromiony, 17
Nowikowa-Walla, 50 prawie alternujacy, 85, 173
o0 sumowaniu stanéw, 91 preclowy, zob. precel
wezel, 16 pétadekwatny, 85
achiralny, 129, 142 regularny, 174
adekwatny, 46, 85 rozwidkniony, 97, 118-119, 161, 162

algebraiczny, zob. drzewiasty, 162

alternujacy, 19, 20, 41, 46, 79, 85, 125,

173
babski, 31
bilardowy, 163
chiralny, 36
Conwaya, 31, 152, 154, 179
dodatni, 85
dokerski, 31
drzewiasty, 20
dwumostowy, 41, 99, 125, 149-152,

162,181,183
dziki, 16
diugi, 16
Fintushela-Sterna, 31
hiperboliczny, 20, 97, 171-178
ilorazowy, 38
jednorodny, 125
kablowy, 170, 171
Kinoshity-Terasakiego, 31, 152, 154
Lissajous, 160-163
lustrzany, 35
niewidzialny, 59, 64
niezorientowany, 71
075 skrzyzowaniach, 98
obramowany, 16, 71, 72
odwracalny, 36, 157
odwrotny, 35, 109
okresowy, 37-39, 160, 163
osobliwy, 100
pierwszy, 19, 41-42, 99,123, 124, 173,

satelitarny, 85,131, 156,162, 169, 172,

174
silnie dodatnio achiralny, 160
squcony, 30,48,118,162,181
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